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LA STATICA 


DEI SISTEMI DI FORMA INVARIABILE 


CAPITOLO I. 


■Composizione e decomposizione delle forze 
applicate ad un punto. 


l.° Considerando due o più forze agenti sopra un mede- 
simo punto, denominasi loro risultante la forza che produce 
lo stesso effetto di esse ; ed alle forze medesime si dà il 
nome di componenti. 

Comporre due o più forze applicate ad un punto significa 
determinare gli elementi necessarj ad individuare la ri- 
sultante di quelle forze. Per ottenere questi elementi nel 
caso particolare in cui si considerino due sole forze agenti 
sopra un punto incominciamo dal supporre che quelle forze 
sieno eguali. È evidente che in questa ipotesi la direzione 
della risultante dividerà per metà l’angolo compreso dalle 
direzioni delle componenti, per cui non rimarrà a deter- 
minarsi che la sua grandezza. Ora 1’ effetto prodotto da 
quelle due componenti deve manifestamente mutare va- 
riando la grandezza di quelle forze e l’angolo compreso 

lltc'iscui. L* i Statica c r. 4 
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dalle direzioni delle medesime ; quindi indicando con P 
la grandezza comune delle componenti, con 2w l’angolo che 
comprendono le loro direzioni, e con R la grandezza cer- 
cata della risultante sarà : 

K -/(!». 

Immaginiamo applicate al medesimo punto due altre 
forze di grandezze pure eguali fra loro ed eguali a Q, 
le direzioni delle quali coincidano con quelle delle prime 
componenti; sarà /(Q, «) la grandezza della risultante di 
queste forze, e la direzione della stessa coinciderà con 
quella della prima risultante. Ma noi possiamo ritenere 
come agenti sul punto due forze ciascuna di grandezza 
P + Q e le direzioni delle quali comprendono un angolo 
2w ; e siccome la direzione della risultante di queste coin- 
ciderà colla comune alle prime due risultanti, e la gran- 
dezza di questa sarà / (P 4 Q, co), si avrà : 

/( P + Q, ») -/( P, ») +/(Q, 4 

Ora 

/( P + Q, w) =/(Q, «) + P/ (Q) + 4 P */' (Q) 4 . . . . 

per cui sostituendo : 

/(p, w ) = py (Q) + -;p v (Q) + * • • • ; 

ed osservando che il primo membro di quest’ultima è in- 
dipendente da Q, si otterrà: 

(1) /(P, co) = P ? (w), 

essendo f (co) una funzione della sola co. 

Si immaginino agenti sul punto quattro nuove forze, la 
grandezza comune delle quali sia S ; indichiamole per 
maggior chiarezza con A, B, C, D ; e supponiamo che le 
direzioni di due di esse, per esempio delle B, C, compren- 
dano ciascuna colla direzione della risultante di gran- 
dezza R un angolo eguale a co — 5 ; e-chc le direzioni delle 


Digitized by Google 



FORZE CONCORRENTI. 


3 


altre due A, D, comprendano ciascuna colla direzione della 
medesima risultante un angolo eguale ad « + È chiaro 
che 1’ angolo compreso dalle direzioni di due di quelle 
forze A, B, sarà diviso per metà dalla direzione di una 
delle componenti di grandezza P, ed analogamente per 
1 ’ angolo compreso dalle direzioni delle altre due C, D. 
Quindi le direzioni di quelle componenti saranno anche 
le direzioni delle risultanti delle forze A, B e delle C, D. 
Ora la grandezza di ciascuna di queste risultanti sarà per 
la (1) eguale ad S 9 (0) ; quindi la grandezza della risul- 
tante di queste risultanti parziali sarà : 

S ? ( 5 ) ? (“) 

e sarà diretta come la risultante di grandezza R. Ma questa 
è pure la direzione della risultante delle forze B, C e di 
quella delle fòrze A, D ; e siccome le grandezze di queste 
risultanti sono S 9 (« — 0), S 9 (<u + 0) si avrà : 

S 9 ( 0 ) 9 (co) = S tp (m + 5 ) + S <p (w — 5 ) 
cioè dovrà essere : 


f(6) = 2(l + | 


y"( a ) , 64 • ?» . 

9 («) 2 . 3.4 <jp («) 



epperò : 

9" («) = a 9 (w), 9" (u) = a* 9 («)' ecc. 

essendo a una costante. Quindi sostituendo si avrà : 


ed 



27371 


+ 



R— , 2 P(l + ^ + £ 


a or 


3.4 



La costante a deve essere reale affinchè lo sia il valore 
di R; deve inoltre essere negativa mentre nel caso con- 
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trario risulterebbe R> 2 P il che è evidentemente assurdo. 
Posto a = — c* si avrà : 

R = 2 P cos. c a> ; 

ma quando w = — essendo nullo l’effetto delle componenti 
dovrà essere R = 0, ed in conseguenza c un numero dis- 
pari. Suppongasi c = 2n + 1 ed u — - - - - , risulterebbe 

ùTt t 1 u 

R = 0 e 1’ effetto delle due componenti dovrebbe essere 
nullo ; il che è assurdo fuorché nel caso di n = 0 ; sarà 
quindi c = 1 ed 

(2) R == 2 P cos. oj. 

2.° Consideriamo ora due forze disuguali di grandezze 
P, Q, di cui le direzioni comprendano un angolo retto. Si 
immagini la direzione della risultante A di queste forze ed 
indicando a l’angolo che essa comprende colla direzione 
della prima componente, si consideri la forza di gran- 
dezza P come la risultante di due forze a , 6, ciascuna di 
grandezza indeterminata X, la direzione della prima delle 
quali sia quella della risultante A. Così si consideri la forza 
di grandezza Q come la risultante di due forze c, d, cia- 
scuna di grandezza indeterminata Y, e la direzione della c 
coincida colla direzione della risultante A. . Evidentemente 
le forze b, d avranno la medesima direzione ed agiranno ' 
per verso contrario ; inoltre per la (2) si avranno le 

P = 2 X cos. a , Q = 2 Y sen. a. 

Incomincierò dal dimostrare che le grandezze X, Y delle 
forze a, ò; c, d sono eguali. Infatti supponiamo Y > X; alle 
due forze b, d potremo sostituire una sola forza di gran- 
dezza Y — X secondo la direzione ed agente pel verso 
della d. Quindi alle due forze date verremmo a sostituire 
due altre forze l’ ima di grandezza X + Y di cui la dire- 
zione coincide con quella della risultante A, 1’ altra di 
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grandezza Y — X a seconda della direzione della d. Com- 
ponendo queste due forze si otterrebbe una risultante la 
direzione della quale non sarebbe evidentemente quella 
della risultante A ; e quindi anche la risultante delle due 
forze date dovrebbe avere una direzione differente dalla 
supposta. Dunque dovrà essere X = Y e 

P = 2 X cos. a, Q = 2 X sen. a ; 

e siccome l’effetto delle due forze 6, d è nullo, ne risulta 
essere 2X la grandezza della risultante delle due forze 
date. Quindi, se le direzioni di due forze agenti sopra un 
medesimo punto comprendono un angolo retto, la gran- 
dezza di ima qualunque di esse è eguale alla grandezza 
della risultante delle medesime forze, moltiplicata pel co- 
seno dell’ angolo che la direzione di quella forza comprende 
colla direzione della risultante. 

3.° Sieno ora P, Q le grandezze di due forze, le dire- 
zioni delle quali comprendano un angolo «; si immagini 
pel punto di applicazione delle medesime condotta una 
retta e sia a l’angolo indeterminato che questa comprende 
colla direzione della forza P ; e si suppongano applicate 
al punto due nuove forze di grandezze indeterminate Y|, 
Yj dirette perpendicolarmente a quella retta ed agenti per 
verso contrario. Considerando la componente di gran- 
dezza P come la risultante della forza di grandezza Y, e 
di una forza di grandezza X ( di cui la direzione coincide 
colla retta immaginata, si avranno le equazioni 

X| == P cos. a , Y| == P sen. a ; 
ed analogamente, posto w — a = /3 , le 

X 3 = Q cos. jS, Y s = Q sen. /3 ; 

e le quattro forze di cui le grandezze sono X f , X* , Yj , Yj 
produrranno il medesimo effetto delle due date. Ma determi- 
nando l’angolo « in modo che sia Y ( = Y s l’effetto di queste 
due forze è nullo ; quindi 1’ effetto delle due componenti 


Digitized by Google 



6 


FORZE CONCORRENTI. 


sarà eguale a quello delle' due forze di grandezze X t , X* 
o della forza unica di grandezza X ( + X* ; e questa forza 
sarà quindi la risultante delle forze date. Indicandone 
con R la grandezza, si avranno così le due equazioni : 

R = P cos. « + Q cos. /3 

0 ~ P sen. a — Q sen. /3 ; 

le quali quadrate e sommate danno la 

(3) R* = P* + Q s + 2 P Q cos. « ; 

e moltiplicando la prima per sen. 13, la seconda per cos. /3. 
e sommandole; oppure la prima per sen. a, la seconda 
per cos. a, e sottraendo questa da quella, si ottengono le 

R sen. (3 = P sen. w, R sen. a — Q sen. w ; 
cioè osservando alla seconda delle superiori : 

(4) P : Q : R = sen. j3: sen. a: sen. w. 

Osservando che supposto essere noti i valori di P, Q, w 
dalle relazioni (3) (4) deduconsi quelli di R, a ; e supposto 
conosciuti quelli di R, a, (3 si hanno dalle (4) quelli di P, Q ; 
ne risulta che mediante le relazioni stesse si potrà in ogni 
caso operare la composizione di due forze concorrenti, e 
la decomposizione di una forza in due altre concorrenti. 

Allorquando l’angolo w è retto, la (3) diventa la 

R s = P* + Q* 

e le (4) mostrano essere 

P = R cos. a , Q = R sen. a 
come si è già trovato. 

4.° Conosciute le leggi per la composizione di due forze 
applicate ad un punto è evidente come ripetendo questa 
operazione si possa effettuare la composizione di un nu- 
mero qualunque di forze applicate ad un punto. Ma per 
raggiungere più facilmente questo scopo incomincieremo 
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dal considerare il caso particolare di tre forze dirette orto- 
gonalmente, al quale può ridursi il caso generale. Sieno 
P, Q, R le grandezze delle tre componenti, S la grandezza 
della risultante delle prime due, ed &> l’angolo che la di- 
rezione di questa comprende colla direzione della compo- 
nente di grandezza P. Si hanno le equazioni : 

(5) S s = P* + Q s , P = S cos. w, Q = S sen. <u. 

Compongo le forze di grandezza S, R, ed indico con T la 
grandezza della loro risultante e con y 1’ angolo che la 
direzione di questa comprende colla direzione della forza R ; 
si avranno le 

T* = S* + R 4 , R = T cos. y , S = T sen. y 

dalle quali e dalle (5) si ottengono le : 

T* = P* + Q* + R s , P = T sen. y. cos. w, Q == T sen. y. sen. &i 

per cui denominando a, /3 gli angoli che la direzione della 
forza di grandezza T comprende colle direzioni delle 
componenti di grandezze P, Q si hanno le 

P = T cos. a, Q = T cos. /3. 

Le quattro forinole : 

T* = P 1 + Q 3 + R* 

P = T cos. a, Q == T cos. /3, R = T cos. y 

contengono le leggi per la composizione di tre forze ap- 
plicate ad un punto e dirette ortogonalmente, giacché per 
la doppia composizione sopra operata la forza di gran- 
dezza T è evidentemente la risultante delle tre forze date 
di grandezze P, Q, R. Col mezzo delle ultime tre fra queste 
equazioni si effettua la decomposizione di una forza in tre 
altre dirette ortogonalmente. Quindi data una forza di 
grandezza T ed una retta che comprenda colla direzione 
di essa un angolo a. si dirà, essere T cos. a la grandezza 
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della componente della medesima diretta secondo quella 
retta ; giacché immaginando due altre rette ortogonali fra 
loro ed alla prima, operando, la decomposizione di quella 
forza si otterrà appunto quale componente diretta secondo 
la prima retta una forza di grandezza T cos. a. 

5 .° Consideriamo ora il caso generale di un numero qua- 
lunque di forze applicate ad un punto, e dirette comunque 
nello spazio. Indichiamo con P t , P s , . . . . P„ le grandezze 
delle forze medesime; con a ( , f 3 „ y, ; a,, / 3 S , y s ; . . . a„, / 3 „, y„ i 
coseni degli angoli che le direzioni di esse forze fanno 
ordinatamente con tre rette ortogonali. Immaginiamo fatta 
la decomposizione di ciascuna di quelle forze in tre paral- 
lele ciascuna a ciascuna alle tre rette ortogonali; le gran- 
dezze delle componenti saranno per la prima forza 

Pi » P| Pi ? Pi 7i ; 

per la seconda 

Pj a 2 , P*/ 3 S , P473; ecc. 

Queste 3 n forze produrranno il medesimo effetto che 
le n forze date, quindi potremo considerare come agenti 
sul punto quelle in luogo di queste; ma le forze di gran- 
dezze P| a 1 ; Pj sono dirette secondo una stessa 

retta, per cui la direzione della risultante di esse coinciderà 
con quella retta, e la sua grandezza sarà eguale alla 
somma algebrica delle grandezze di quelle componenti. 
Indicando con X la grandezza di questa risultante ; P la 
grandezza di una qualunque fra le forze date; a, /3, y i 
coseni degli angoli che la direzione di questa forza com- 
prende colle tre rette ortogonali ; rappresenteremo questo 
risultato colla scrittura 

X = 2 P « ; 

ed analogamente si avranno le due 

Y = 2 P ,6, Z = i P y. 
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Le tre risultanti parziali di cui le grandezze sono X, Y, Z 
produrranno lo stesso effetto di quelle 3 n forze e quindi 
aiiche delle n date. Ma quelle tre forze sono dirette orto- 
gonalmente, per cui denominata R la grandezza della loro 
risultante, ed a, b, c i coseni degli angoli che la direzione 
di questa fa colle tre rette ortogonali si hanno le 

(5) R* = X* + Y* + Z 1 

x h Y _ z. 
a R’ R’ C R 1 

col mezzo delle quali viene determinata la grandezza e la 
direzione della risultante delle n forze date. 

Se le forze date saranno dirette in un piano, si potrà, 
operare la decomposizione parallelamente a due rette or- 
togonali situate nel medesimo piano ; e procedere come si è 
fatto sopra pel caso generale delle forze dirette comunque. 

6.° I valori (5) di R ; a, b, c si ponno trasformare intro- 
ducendo in luogo degli angoli eh§ le direzioni delle forze 
fanno con tre rette ortogonali, gli angoli che le direzioni 
stesse comprendono fra loro. Per operare questa trasfor- 
mazione del valore di R non si ha che ad eseguire la 
somma dei quadrati dei tre polinomi : 

2P«, 2P/3, 2P-/; 

/\ 

osservando che se rappresentasi con P r P, l’angolo che 
la direzione della forza di grandezza P r fa colla direzione 
della forza di grandezza P, si ha : 

cos. P r P, = y. r «, + /3 r (3, + jv ■/, , 
per cui ottiensi : 

R* = I P* + 2 2 P r P, cos. P r P, 

Siccome poi indicEuido con RP r l’angolo che la direzione 

Urioschi. La Statica ecc. 2 
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della risultante la con quella della forza di grandezza P r 
si ha 

/\ 

cos. RP, = a a, 4 - b fi r + c , 

si avnV: 

cos. KP, = i- 2 P, cos. P, P r 

per mezzo della quale si determineranno gli angoli che le 
direzioni di ciascuna delle forze date forma colla direzione 
della loro risultante. 

Quest’ ultima formola è un caso particolare di un’ altra 
che si ottiene nel modo seguente. Indico con L ima retta 
la quale faccia colle tre rette ortogonali angoli di cui i 

coseni sieno /, vi, n ; e con RL, FL, gli angoli che le di- 
rezioni delle forze di grandezza R, P, comprendono con 
quella retta. Moltiplicando le equazioni seconda, terza, 
quarta delle (5) per l, p, n e sommando quelle che ne 
risultano, giungesi alla 

R cos. RL = 2 P cos. JfL ; 

cioè la somma algebrica delle grandezze delle componenti, 
dirette secondo una retta, di ini numero qualunque di forze 
applicate ad un punto è eguale alla grandezza della com- 
ponente, secondo la retta stessa, della risultante di quelle 
forze. Deducesi che quando si abbia un numero qualunque 
di forze applicate ad un punto, la somma algebrica delle 
grandezze delle componenti di esse forze secondo la dire- 
zione della risultante è eguale alla grandezza della risul- 
tante medesima; e secondo una retta perpendicolare a 
quella direzione è eguale a zero. 


J 
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CAPITOLO IL 


II 


Composizione e decomposizione dei sistemi 
di due forze parallele , e teorica delle coppie. 


l.° Due o più forze si chiamano parallele allorquando 
lo siano le loro direzioni ; se inoltre i punti di applicazione 
delle medesime sono uniti fra loro invariabilmente, il com- 
plesso di quelle forze denominasi sistema di forze parallele. 

Consideriamo un sistema di due forze parallele agenti 
pel medesimo verso. Indichiamo con P, Q le grandezze di 
queste forze ed ai rispettivi punti di applicazione suppo- 
niamo applicate due forze di eguale grandezza X, dirette 
secondo la retta che unisce invariabilmente quei punti di 
applicazione, ed agenti per verso contrario. L’aggiunta 
di queste nuove forze non altererà 1’ effetto del sistema. 
Determino la risultante delle forze di grandezze Q ed X 
applicate ad un punto, e la risultante delle forze di gran- 
dezze Q ed X applicate all’ altro punto. Le direzioni di 
queste risultanti si incontreranno evidentemente ; quindi se 
assumiamo come punti di 'applicazione delle medesime 
quello di intersezione delle loro direzioni il problema è 
ridotto alla ricerca della risultante di due forze concor- 
renti. Questa ricerca si rende assai semplice osservando 
che decomposte quelle risultanti parziali secondo due rette, 
l’una parallela alla direzione delle forze del sistema e l’altra 
parallela alla retta che unisce i punti di applicazione di 
esse forze, le componenti dirette secondo la prima retta 
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saranno ordinatamente di grandezze P, Q ed agenti pel 
medesimo verso, e quindi equivarranno ad una forza unica 
di grandezza P + Q, e le componenti dirette secondo l’altra 
retta* saranno ambedue di grandezza X ed agenti per verso 
contrario, talché l’ effetto di esse sarà nullo. Quindi la 
direzione della risultante di un sistema di due forze paral- 
lele agenti pel medesimo verso è parallela a quella delle 
forze, e la sua grandezza è eguale alla somma delle gran- 
dezze di esse. Se poi osserviamo che indicando con a. la 
inclinazione di ciascuna forza alla retta che unisce i loro 
punti di applicazione, con 8 ed « gli angoli che le direzioni 
delle prime due risultanti parziali comprendono ordinatar 
mente colle direzioni delle forze di grandezze P, Q si 
hanno le 

Q sen. '» = X sen. (a — «) P sen. 8 = sen. (a 4- 5) ; 

ed inoltre indicando con h, k le porzioni della retta che 
unisce i punti di applicazione delle forze, porzioni inter- 
cette fra questi punti ed il punto di intersezione della retta 
medesima colla direzione della risultante ; e con l la por- 
zione di essa direzione compresa fra quest’ ultimo punto 
ed il punto di intersezione delle direzioni delle risultanti 
parziali, si hanno le 

l sen. « = k sen. (a — «) l sen. 0 — h sen. (a + 0 ) 

si avrà anche la - . 

h _ Q 
k ~ P' 

Dunque la direzione della risultante di un sistema di 
due forze parallelle sega la retta che unisce i loro punti 
di applicazione in un punto tale che le distanze da esso 
a quei due punti sono reciprocamente proporzionali alle 
grandezze delle forze. 

Questa proprietà sussiste anche se le forze agiscono per 
verso contrario, nel qual caso ragionando come sopra di- 
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mostrasi che la grandezza della risultante è eguale alla 
differenza fra le grandezze delle componenti, e che la sua 
direzione è parallela a quella di esse. Supponendo P > Q ed 
indicando con R la grandezza della risultante si ha quindi: 

R = P — Q 

e dalla (1) posto 

ò = k- h 

si deducono le 

(2) 

Ora se le forze del sistema fossero eguali ed agenti per 
verso contrario, risulterebbero per le equazioni superiori 
R = 0 ed i valori di h, k infiniti ; ma siccome evidente- 
mente l’effetto di quelle forze non deve essere nullo ne 
risulta che in questo caso non può trovasi una forza sola 
che produca lo stesso effetto del sistema , cioè clic quel 
sistema non è riducibile ad una sola risultante. Questi si- 
stemi di due forze eguali, parallele, agenti per verso con- 
trario si denominano coppie. 

Le (2) danno le forinole per la decomposizione di una 
forza in due altre parallele. Infatti da quelle equazioni si 
ricavano le 

P = * R, Q = 4 R 
à à 

le quali daranno i valori di P, Q allorquando siano dati 
quelli di R, h , 'k\ ed in generale date tre fra le cinque 
quantità P, Q, R, h , k mediante quelle equazioni si deter- 
mineranno le altre due. 

2.° Riterremo che la retta la quale unisce i punti di ap- 
plicazione delle forze di una coppia sia perpendicolare alla 
loro direzione, potendosi sempre fare in modo che questo 
abbia luogo trasportando opportunamente il punto di ap- 
plicazione di una delle forze sulla propria direzione. La por- 
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zione di questa retta intercetta fra que' punti di appli- 
cazione si denomina braccio della coppia; ed il prodotto 
della lunghezza del braccio per la grandezza di una delle 
forze, momento della coppia. Quindi indicando con P la 
grandezza comune dèlie forze di una coppia, con p il brac- 
cio e con M il momento della medesima sarà: 

M = Pp ; 

e siccome il prodotto P . p può ritenere lo stesso valore 
variando in infiniti modi i valori dei fattori P e p, ne ri- 
sulta che infinite coppie, differenti per braccio e per 
grandezze di forze , ponno avere lo stesso momento. Im- 
maginiamo due di queste coppie e sia per l’una: 

M==Pp 

e per 1’ altra: 

M = Q q ; 

dimostrasi facilmente che se Pp = Q q queste coppie produ- 
cono il medesimo effetto. Infatti denominando per brevità 
con A, B gli estremi del braccio della* prima coppia, sup- 
pongasi il braccio stesso prolungato di una parte B C eguale 
in lunghezza a q, ed applicate a ciascuno dei punti B, C 
due forze eguali in grandezza a Q , dirette parellelamente 
alla direzione delle forze della prima coppia , ed agenti 
per verso contrario. L’ aggiunta di queste quattro forze 
non altererà l’effetto prodotto dalla prima coppia; ma eom- 
• ponendo le forze di grandezze P e Q applicate ai punti 
A, C ed agenti pel medesimo verso , ottiensi una risul- 
tante di grandezza P + Q di cui la direzione per essere 
Pp =. Qq incontra la retta A 0 nel punto B. L’ effetto 
di questa risultante distruggerà in conseguenza quello 
delle forze di grandezze P, Q applicate al punto B; per 
cui 1’ effetto di quelle sei forze equivarrà anche a quello 
delle due forze di grandezza Q applicate ai punti B, C ed 
agenti per verso contrario, cioè all’ effetto prodotto dalla 
coppia di braccio q. Dunque due coppie di cui i momenti 
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sieno eguali producono lo stesso effetto , o ponno sosti- 
tuirsi l’una all’ altra; cioè il momento di una coppia è la 
misura della sua intensità. 

3.° Chiamasi piano di una coppia il piano individuato 
dalle direzioni delle sue forze. L’ effetto però di una cop- 
pia non cambia se da una posizione venga trasportata in 
un’ altra nel proprio piano, purché le estremità del brac- 
cio della coppia nella seconda posizione sieno uniti inva- 
riabilmente ai punti del piano che coincidevano colle estre- 
mità del bi*accio della coppia nella prima posizione. In- 
fatti nel piano di una coppia qualunque si immagini dap- 
prima una retta parallela e di lunghezza eguale al suo 
braccio. Detti A, B per brevità gli estremi del braccio 
della coppia ; A ( , B ( , quelli della retta, si suppongano uniti 
invariabilmente i punti A. B f ed i punti Ai , B; quindi ap- 
plicate tanto al punto Ai quanto al punto- Bi due forze 
ciascuna di grandezza eguale a quella delle forze della 
coppia, parallele alle medesime ed agenti per verso con- 
trario. L’effetto di queste quattro forze sarà nullo, e quindi 
l’effetto del complesso di quelle sei forze dirette nel piano 
equivale a quello della coppia. Ma componendo le due 
forze parallele applicate ai punti A, B t ed agenti pel me- 
desimo verso e le due forze analoghe applicate ai punti 
B, A|, si ottengono due risultanti di cui gli effetti manife- 
stamente si elidono ; dunque 1’ effetto di quelle sei forze 
equivale anche a quello delle due applicate ai punti Ai , B ( 
parallele , eguali ed agenti per verso contrario , cioè a 
quello della coppia di cui il braccio è A t B,. Immaginiamo 
ora nel piano di una coppia uria retta di lunghezza eguale 
al suo braccio , e situata in modo che il punto di mezzo 
di essa coincida con quello del braccio; denominate ancora 
A, B, Ai , B, le estremità del braccio e della retta, si sup- 
pongano applicate ai punti Ai , Bi quattro forze come su- 
periormente. Componendo le due forze concorrenti , ma 
applicate l’una in A 1’ altra in A, , e le due applicate in B 
e B| , si ottengono due risultanti di grandezze eguali, co- 
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inoidenti in direzione ed agenti per verso contrario. Per 
cui l’effetto del complesso delle sei forze equivarrà a quello 
della sola coppia di cui il braccio è Ai B|. Queste due 
proprietà conducono alla più generale enunciata sopra; 
anzi osservando che la dimostrazione della prima di esse 
vale anche pel caso che la coppia venga trasportata dal 
proprio piano in un piano parallelo ad esso, si avrà che 
sotto la condizione esposta una coppia può essere tras- 
portata nel proprio piano od in un piano parallelo ad esso 
in un modo qualunque. 

4.° Allorquando si consideri il complessivo effetto di 
molte coppie situate in un piano è necessario distinguere 
il verso secondo il quale esse agiscono. A ciò si potrà im- 
maginare che i punti di mezzo dei bracci di ciascuna cop- 
pia sieno fissi , ed il verso secondo cui agisce una qua- 
lunque di esse sarà il verso secondo cui la coppia tende- 
rebbe a ruotare intorno quel punto fisso. Si avranno quindi 
coppie le quali agiscono da destra a sinistra , ed altre 
agenti da sinistra a destra. 

E nello stesso modo che dietro ima stabilita conven- 
zione applichiamo segno positivo ovvero negativo alle 
grandezze di due forze agenti per verso contrario nella 
medesima direzione; i momenti di due coppie poste in uno 
stesso piano ed agenti per verso contrario si riterramio 
come affetti da segni disuguali. 

Ciò posto supponiamo si vogliano comporre due coppie 
situate in un medesimo piano; cioè si voglia determinare 
ima coppia che produca lo stesso effetto di quelle. Sieno 
P, Q le grandezze delle forze per l’una e per l’altra cop- 
pia; p e q \ rispettivi bracci. Immaginiamo una terza cop- 
pia di braccio p e di forza di grandezza X che produca 
il medesimo effetto della seconda delle date; dovrà essere: 

Qq = Xp ; 

quindi si supponga trasportata quest’ultima coppia in modo 
che il suo braccio venga a coincidere col braccio della 
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prima. E chiaro che se le due coppie date agiscono pel 
medesimo verso risulteranno applicate a ciascuna delle 
estremità del braccio comune due forze di grandezze P, X 
agenti pure pel medesimo verso, e che se le coppie date 
sono di verso contrario ciò avrà anche luogo per quelle 
forze. Nel primo caso si avrà quindi una sola coppia di 
braccio p e per la quale la grandezza delle forze è P + X; 
e nel secondo si otterrà una sola coppia pure di brac- 
cio p e per la quale la grandezza della forza è P — X 
supposto 1 J > X. I momenti di queste coppie saranno quindi 
dati dalla 

M = (P ± V)p 

ossia per l’equazione superiore: 

M = Pp ± Q q 

cioè sarà il momento della coppia risultante eguale alla 
somma algebrica dei momenti delle coppie componenti. 

La composizione di un numero qualunque di coppie si- 
tuate in un medesimo piano si Opera ripetendo l’operazione 
un sufficiente numero di volte, e così anche se le coppie 
sono situate in piani paralleli, trasportandole prima in uno 
stesso piano. Quindi il momento della coppia risultante di 
un numero qualsivoglia di coppie poste nello stesso piano 
od in piani paralleli è eguale alla somma algebrica dei 
momenti delle coppie componenti. 

Si considerino ora due coppie di cui i piani sieno per- 
pendicolari fra loro; P, Q sieno le grandezze delle forze 
rispettive; p, q le lunghezze dei bracci; si immagini che 
la. seconda coppia venga sostituita da un’ altra di cui il 
braccio sia eguale a p e la grandezza della forza sia X 
determinata- dall’ equazione Xp = Q q. Si trasportino la 
prima delle coppie date e quest’ ultima, ciascuna nel pro- 
prio piano , in modo che i bracci delle medesime , dispo- 
nendosi secondo la retta comune intersezione dei piani, 
vengano a coincidere. Ad ognuna delle estremità del brac- 
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ciò comune saranno cosi applicate due forze le direzioni 
delle quali comprendono un angolo retto. Componendo 
queste forze si otterranno due risultanti, la grandezza co- 
mune delle quali verrà data dalla 

R 3 = P 3 + X 5 

e di cui le direzioni sono parallele; quindi indicando con « 
l’angolo che ciascuna di esse comprende colla direzione 
della forza di grandezza P si hanno le 

p x 

cos. 'ù = — ? sen. ta = =r- . 


Ne risulta che alla coppia data si può sostituire una 
coppia sola di braccio p e di forza di grandezza R; il 
momento di quella coppia sarà 

M = p R, 

o sostituendo 

W = p 3 (P 3 + X* ) P 3 + q ì Q 3 ; 

cioè il quadrato, del momento della coppia risultante di 
due coppie situate in piani ortogonali è eguale alla somma 
dei quadrati delle coppie componenti. Si hanno inoltre le 


R p M ’ 


Xp 

SeU - W =R ~p 


0<i 

M 


le quali determinano la posizione del piano della coppia 
risultante. 

Passiamo alla composizione di tre coppie i piani delle 
quali sieno ortogonali fra loro. Indico con P, Q, R le gran- 
dezze delle forze per ciascuna coppia e con p, q, r i ri- 
spettivi bracci; componendo le prime due coppie ed indi- 
cando con N il momento della coppia risultante, e con &> 
l’angolo che il piano di essa comprende con quello della 
prima coppia si hanno le 

N s = p y + Qy 

Pp Q<! . 

eos. « = — > sen. w = — , 
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e le coppie di cui i momenti sono N ed Rr produrranno 

10 stesso effetto delle tre date. I piani di queste ultime 
due coppie sono ortogonali , per cui indicando con M il 
momento della loro coppia risultante, e con y l’angolo che 

11 piano di questa comprende col piano della coppia di 
momento Rr, si avranno le 

M* = N*+RV, eoa .-/=§, sen.y=|-; 

e siccome indicando con a, /3 gli angoli che il piano della 
coppia risultante comprende con quelli delle prime due 
componenti, si hanno le 

cos. a. = sen. y cos. w, sen. a = sen. y sen. «, 
si otterrà: 

(3) m?-= py+ QY + RV* 

Pp 0 Qq Re 

cos. « = — , cos.i3 = ^, cos y = — . 

Queste equazioni contengono le leggi per la composi- 
zione di tre coppie situate in tre piani ortogonali , e per 
la decomposizione di una coppia in tre poste in piani or- 
togonali. Nel primo caso la prima delle equazioni (3) de- 
terminerà il momento della coppia risultante, e le altre la 
posizione del piano di essa; nel secondo caso mediante le 
ultime tre equazioni (3) si determineranno i valori dei mo- 
menti delle coppie componenti, supposti conosciuti i valori 
di M e quelli di due fra gli angoli a, jS, -/. 

E evidente che volendosi cojnporre molte coppie situate 
in tre piani ortogonali, si dovrà comporre dapprima quelle 
che sono situate in ciascuno dei piani ; quindi, ridotto il 
sistema a tre sole coppie, eseguire la composizione di queste 
come sopra. Quindi per comporre un numero qualsivoglia 
di coppie situate in piani diretti comunque nello spazio, si 
decomporrà ciascuna coppia in tre situate in tre piani or- 
togonali, ed operate le tre composizioni parziali, si otterrà 
il momento della coppia risultante e la posizione del suo 
piano mediante le equazioni (3). 
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; . capitolo ni. 

Composizione dei sistemi di forma invariabile. 


l.° Denominasi sistema di forma, invariabile un sistema 
di punti connessi fra loro invariabilmente' ai quali sieno 
applicate delle forze dirette comunque nello spazio. Sup- 
porremo che ad ogni punto sia applicata una sola forza, 
potendosi questo sempre ottenere mediante composizioni 
parziali. 

Compone un sistema di forma invariabile significa de- 
terminare il minor numero possibile di forze e di coppie 
le quali costituiscano un sistema equivalente al dato, cioè 
che produca il medesimo effetto. 

Incominceremo dal mostrare che un sistema di forma 
invariabile è in generale equivalente ad Un sistema com- 
posto di una forza e di una coppia. Infatti immaginando 
una qualunque delle forze del sistema ed un punto arbi- 
trario dello spazio, e -supponendo che a questo punto ven- 
gano applicate due forze ciascuna di grandezza eguale 
alla nominata , dirette . parallelamente alla medesima ed 
agenti per verso contrario; e che. quel punto venga unito 
invariabilmente col punto di applicazione della forza; il 
sistema di quelle tre forze non produrrà che l’effètto della 
prima forza. Ma quel sistema può anche considerarsi come 
composto di una forza applicata al punto arbitrario, e di 
una coppia, per cui alla forza qualsivoglia del sistema dato 
si è sostituito una forza applicata ad un punto arbitrario ed 
una coppia. Se ripetiamo questa operazione per ciascuna 
delle forze del sistema si otterranno ' altrettante forze ap- 
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plicate ad un punto, ed un numero eguale di coppie ; per- 
ciò componendo parzialmente quelle forze e quelle coppie 
si otterrà, in generale, una forza ed una coppia che for- 
meranno un sistema equivalente al dato. 

2.° Vediamo ora come si possano determinare gli ele- 
menti necessarj ad individuare la forza e la coppia in 

funzione di quelli del sistema dato. Sieno P ( , P s P, le 

grandezze delle forze, e riferito il sistema a tre assi orto- 
gonali si indichino con a,, /3,, 7 ,; «j, |S s , 7 *; . . . i coseni de- 
gli angoli che le loro direzioni comprendono con quegli 
assi; e con X\,y\, z, ; ?/ 4 , z 4 ; . . . le coordinate dei loro 

punti di applicazione. Finalmente indicheremo per brevità 
con 0 1 ’ origine degli assi^ e gli assi medesimi con Ox , 
0 y, O z: e con P; a, /3, 7 ; x, y, z, gli elementi per una qual- 
sivoglia di quelle forze. Decomponiamo la forza di gran- 
dezza P in tre parallele ai tre assi; quindi (§ l.°) sostituì 
mo a ciascuna delle componenti, di cui le grandezze sono 
Poc,P/3, P 7 , tre forze applicate all’origine e dirette a se- 
conda degli assi, e tre coppie. Queste coppie hanno la pro- 
prietà di avere i loro piani passanti ordinatamente per gli 
assi; e precisamente il piano di quella che corrisponde alla 
forza di grandezza P* passa per l’asse Ox, e così per le 
altre. Consideriamo la prima di queste coppie, e rendiamo 
l’ asse della medesima perpendicolare alla direzione delle 
forze, trasportando il punto di applicazione della forza di 
grandezza P« nel punto in cui la sua direzione incontra 
il piano yOz , cioè nel punto di coordinate y, z. Immagino 
questo punto connesso invariabilmente col punto che è la 
sua proiezione sull’ asse O y, ed applicate a quest’ultimo 
punto due forze ciascuna di grandezza P* , parallele al- 
1’ asse Che ed agenti per verso contrario. In questo modo 
possiamo sostituire alla coppia che si considera una. cop- 
pia di cui ih momento è ^.Pa, situata nel piano xO y\ ed 
una coppia di cui il momento è z.P«, situata in un piano 
parallelo al piano zOx e che possiamo supporre traspor- 
tata in questo piano. Consideriamo che queste coppie osser- 
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vate nel proprio piano, l’una dall’asse delle 0 z, l’altra da 
quello delle O y, trovansi agire per verso contrario ; per 
esempio, supponendo che la forza di grandezza Pa agisca 
pel verso secondo la quale si misurano le coordinate po- 
sitive, la prima agirà da destra a sinistra, la seconda da 
sinistra a destra. Analogamente alla seconda coppia si 
potranno sostituire due altre poste nei piani yO z, xOy di 
cui i momenti saranno zP/3, ccP/3, le quali agiranno per 
verso contrario ; ed alla terza coppia si potranno sostituire 
le due di momenti xPy, yPy situate nei piani zQx, yOz e 
agenti per verso contrario. Le tre prime coppie ottenute 
vengono cosi sostituite da altre sei poste due a due nei tre 
piani ortogonali; le due di ciascun piano essendo manife- 
stamente agenti per verso contrario. E queste mediante 
tre composizioni parziali vengono sostituite da tre, pui- 
situate in quei tre piani, e di cui i momenti sono 

xP/3 — ?/Px, zP* — #P-/, yPy — zP/3. 

Ripetendo per tutte le forze del sistema quanto si è fatto 
per quella di grandezza P , si otterranno 3» forze appli- 
cate all’origine, delle quali n dirette secondo l’asse Oo:, 
n secondo l’Oy e le altre n a seconda di 0 z; e 3 n coppie 
situate in numero n per ciascun piano. Componendo parte 
a parte quei tre gruppi di forze si otterranno tre risul- 
tanti di cui le grandezze, che indico con X, Y, Z, ver- 
ranno date dalle equazioni 

(1) X = 2 Pa, Y = 2 P/3, Z = 2 P-/ : 

e componendo quei tre gruppi di coppie, si otterrano tre 
coppie risultanti , i momenti delle quali , che denomino 
con Mx,M y , Ma, hanno per valore 

(2)Mx=2P( r/ _z/5), M y =2P(z«— 27 ), Ma = 2 P(a; /3 — y a). 

Da ultimo componendo queste tre forze e queste tre 
coppie si giungerà ad ottenere quella forza e quella cop- 
pia che, come si è dimostrato, ponno formare un sistema 
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equivalente al dato. Se con R denominasi la grandezza 
della forza risultante , con A , B , C i coseni degli angoli 
che la direzione di essa comprende cogli assi, si avranno le 

(3) R* = X* + Y 1 + Z*, 

(4) A== É’ B== R’ C = R’ 

ed indicando con M il momento della coppia risultante; 
con H,K,L i coseni degli angoli che il piano di essa fa 
coi tre piani yOz, zOx, xOy , si avranno le 

(5) M ” Ma: + M y + M z 


( 6 ) 


H==— K=-^ 
M ’ M ’ 


Mz 

M ' 


Denominando asse di una coppia una retta qualunque 
perpendicolare al piano di essa, gli assi Ox, O y, Oz saranno 
ordinatamente gli assi delle coppie di momenti M x , M y , Mz, 
ed H, K, L saranno i coseni degli angoli che l’asse della 
coppia risultante comprende cogli assi delle coppie com- 
ponenti. 

3.° Un sistema di forma invariabile è anche equivalente 
al sistema di due forze di cui le direzioni non sono in uno 
stesso piano. Infatti supponiamo che il punto di applica- 
zione della forza risultante di grandezza R venga traspor- 
tato al punto in cui la direzione di quella forza incontra 
il piano della coppia risultante , e quindi decomposta in 
due, l’una diretta nel piano di essa coppia , 1’ altra obli- 
quamente al piano stesso. Componiamo ora la coppia e 
la forza diretta nel piano di essa, trasportando la coppia 
nel proprio piano in modo che la direzione di una delle 
forze venga a coincidere con quella della forza che si 
considera. Quelle due forze produrranno quindi il mede- 
simo effetto di ima sola di cui la grandezza fosse la somma 
o la differenza delle grandezze delle medesime , secondo 
che agiscono per lo stesso verso o per verso contrario. 
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Da ultimo componendo questa risultante, e 1’ filtra forza 
della coppia, le quali sono parallele ma di grandezze dis- 
uguali, si otterrà una risultante, la quale potrà sostituirsi 
alla coppia risultante ed alla componente diretta nel suo 
piano. Quindi la forza risultante e la coppia risultante pro- 
durranno il medesimo effetto di quest’ ultima risultante e 
della componente diretta obliquamente al piano, le dire- 
zioni delle quali forze evidentemente non si incontrano. 

4.° I valori della grandezza della risultante e del mo- 
mento della coppia risultante (equazioni (3),. (5),) sono fun- 
zioni di quantità i valori delle quali • variano al cambiare 
la posizione degli assi cui si riferisce il sistema di forma 
invariabile. Importa quindi di conoscere a quali variazioni 
andranno soggetti quei primi valori, supponendo inferito 
il sistema ad una seconda terna di assi ortogonali. Sieno 
x 0 , y 0 , z 0 le coordinate dell’ origine di questi assi rispetto 
ai primi, ed a t , b, , C{ ; a t , b* , c* ; a s , 63 , c 3 ; i coseni degli 
angoli che i nuovi assi comprendono cogli assi O®, Oy , Oz, 
rispettivamente. Indico con jp, q , r le coordinate del punto 
di applicazione della forza qualsivoglia di grandezza P re- 
lativamente ai nuovi assi, e con u, v i coseni degli an- 
goli che la direzione di essa comprende coi medesimi. Se 
con X 0 , Y 0 , Z 0 ; M* 0 , My 0 , Mz„ si rappresentano rispetto ai 
nuovi assi quantità analoghe alle X, Y, Z; M* , My , Mz 
rispetto ai primi; si avranno le equazioni 

(7) X 0 =2 PX , Y 0 = — Pa , Z 0 = 2P>, 

(8) M* # =2P(?i/— rp), My n =2P(r/.— py), Mz 0 =2P(pp - ql). 
Ora è noto essere: 
p = ai ( x 
q = aì(x 
r = a 3 (x 
ed anche: 

5=« U| 4- /3 <Vì + y O3, u.—a. b[ -t- (i 6* 4- y 63, y=a,C\ + fi c* + yc 3 ; 


- x 0 ) + b, (y - y 0 ) + c, (z - z 0 ), 

- ( y - y 0 ) + ( 2 - 2 o )> 

- .r 0 ) + b 3 (y - 2/o ) + ( 2 * 2 o )> 


Digitized by Googl 


SISTEMI DI FORMA INVARIABILE. 25 

quindi sostituendo questi valori nelle (7) (8) rammentando 
le denominazioni (1) (2), si otterranno fra le grandezze delle 
forze le tre relazioni 

(9) X 0 =a,X + f7 2 Y+o 3 Z, Y 0 =ò, X + 6 ì Y+'6 3 Z, Z 0 =c, X+c s Y+c 3 Z 

e fra i momenti delle coppie le altre tre 

j M*o = «l (M.C — y 0 Z + z 0 Y ) + M* (Mi/ — Z 0 X + X g Z) 

1 + a 3 (M z — x 0 \ + y a X) 

l lOÌ ì M * ~ P 1 — + z 0 Y) + ht (My — z„ X + ;r # Z) 

j + bs (Ma — x t Y + y 9 X) 

I Mz 0 = C, (Mas — ?/„ Z + Z 0 Y) + Ci (M y — z 0 X + X Q Z) 
i + c 3 (Mz — x 0 Y + y 0 X). 

Indichiamo con R,, la grandezza della forza risultante e 
con M^ il momento della coppia risultante, supponendo il 
sistema riferito ai nuovi assi ; sostituendo nei valori di R 0 , 
M 0 per X 0 , Y 0 , Z u ed Mx 0 , My 0 , le espressioni superiori, 
si hanno le due relazioni 

. 3 3 3 3 

R 0 = X + Y + Z . 

(11) M*= (M*— Z+ z # Y) + (My —z 9 X +ar 0 Z) V (M* — x t Y +X)* 


La prima di queste equazioni mostra che la grandezza 
della forza risultante ha valore costante qualunque sia la 
terna d’ assi ortogonali cui si riferisce il sistema, e che la 
grandezza di una componente qualsivoglia non può supe- 
rare la grandezza della risultante, ossia che questa quan- 
tità ò la misura del massimo valore che può assumere la 
grandezza di una componente. Dalla seconda di quelle 
equazioni deducesi che il valore del momento della coppia 
risultante cambia al variare degli assi cui si riferisce il 
sistema; ma siccome supponendo» x o — y 0 — z o — 0 ottiensi la 

3 3 „ 3 3 

M 0 = M,r + My + M; , 

ne risulta che questo momento ha un valore costante per 

Hrioschi. hi Statica per, i 
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tutte le terne di assi Ortogonali aventi origine comune, e che 
questo valore è anche massimo fra i valori dei momenti 
delle coppie componenti corrispondenti a ciascuna di quelle 
terne. Dunque il valore del momento della coppia risul- 
tante muta soltanto al cambiare della posizione dell’ ori- 
gine degli assi ; e per questa proprietà ogni qualvolta do- 
vrà riferirsi un sistema a due o più terne di assi si sup- 
porranno paralleli ciascuno a ciascuno; non influendo la 
loro direzione sui valori della grandezza della risultante 
e del momento della coppia risultante. In questa ipotesi 
le equazioni (fl) (10) si riducono alle 


( 12 ) 


X 0 == X, Y 0 = Y, Z 0 = Z, 
M^Mx — y 0 Z + z 0 Y, 

M s 0 X + x 0 Z, 
M* 0 — M ; — x 0 Y + y 0 X. 


M 0 si chiamerà momento della coppia risultante coi 'ri- 
spondente al punto di confinate x 0 , y Q , z 0 \ ed una coppia 
componente di essa si dirà pure coppia componente cor- 
rispondente a quel punto. 

Se le equazioni (9) (10). vengono moltiplicate fra loro 
ordinatamente e quindi sommate, giungesi alla 


( 13 ) 


X 0 M. r# + Y 0 M- U + Z 0 Mr„ 


XM x + YM tf + ZM-; 


la quale dimostra che questo trinomio, il quale indichere- 
mo con Y, ritiene il medesimo valore qualunque sieno gli 
assi ai quali si riferisce il sistema. 

5.° Sieno a 0 , b t , c 0 i coseni degli angoli che l’ asse della 
coppia risultante di momento M n comprende cogli assi 
tanto della prima che della -seconda terna; ed «,,, b„ , c u i 
coseni degli angoli ejie 1’ asse di una coppia componente 
di momento N corrispondente al medesimo punto di coor- 
dinate x 0 , y 0 , z 0 fa con questi assi. Indicando con f l’angolo 
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compreso dagli assi di quelle coppie, ed osservando alle 
equazioni (5) (6), si hanno le 

(14) M 0 = a 0 M* 0 + b 0 My 0 + c 0 M- # , 

(15) N — M 0 cos. = et n Mx 0 + b n M, /o + c„ M- 0 : 

quindi pei valori (12). se con /, in, n si rappresentano i 
coseni che l’asse della coppia risultante o di una coppia 
componente qualsivoglia corrispondenti al punto di coor- 
dinate x 0 , y 0 , 2 0 fanno cogli assi ortogonali, la espressione 

(16) /M x + mM y + «M* + (y 0 n 2 ft m) X + (z 0 i — x 0 n) Y + (x 0 w* — y 0 /) Z 

equivarrà al momento di quella coppia risultante o di 
quella coppia componente. Ora sostituendo nella medesi- 
ma per X, Y, Z ed M x , i loro valori (1) (2), si 

ottiene la J . 

- p ) (* ~ * 0 ) 0 5,1 - 7 m ) + (y~ I/o) (v‘ - xn ) +(=- 2 o) ( am - 1 

ossia, indicando con à la minima distanza fra la direzione 
della forza di grandezza P e l’asse della coppia, e con 5 
1’ angolo compreso da queste rette, si avrà che quella 
espressione equivale alla 

2PJ sen. 0. 

Ne deriva che il momento di una coppia risultante o 
componente eguaglia la somma dei prodotti delle grandezze 
delle componenti di ciascuna forza dirette perpendicolar- 
mente all’ asse della coppia, per le corrispondenti minime 
distanze che le direzioni delle forze hanno da quell’ asse. 
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CAPITOLO IV. 


j 

Della coppia risultante di momento minimo e 
della distribuzione degli assi delle coppie nello spazio. 

l.° Il valore trovato (C;tp. HI, form. 11) pel momento 
della coppia risultante corrispondente al punto di coordi- 
nate ay, y 0 , z 0 cambia evidentemente variando il valore 
di queste coordinate. Possiamo quindi proporci la quistione 
di determinare quali debbano essere i valori delle mede- 
sime, affinchè il momento della coppia risultante corrispon- 
dente risulti minimo rispetto ai momenti di tutte le altre 
coppie risultanti. A ciò deriviamo la espressione (11) 
Cap. Ili parzialmente rispetto ad x 0 , y 0 , z 0 , ed eguagliando 
a zero i risultati si ottengono le 

X Y__ Z 

M.y„, Mi m 

nelle quali le M x _ , My m , M Zm sono i valori che acquistano 
le Mj^ , My 0 , M 2# in questo caso particolare. Le equazioni 
superiori dimostrano la principale proprietà della coppia 
risultante di momento minimo ; cioè che 1’ asse di questa 
coppia è parallelo alla direzione della risultante. Il coseno 
dell’ angolo compreso da queste due, rette sarà perciò 
eguale all’ unità ; ed in conseguenza, fatto 

“ M-Xm My 0| + Mz m , 

si avrà 

X M* Y My„ Z 

li ' M m + li • M. + K ' M m 


0 ) 
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dalla quale dedurremo 

(2) M.-1. 

/ 

Il momento M m si denominerà momento minimo del sistema. 

Ora se coti x m , y mì z m rappresentiamo le coordinate del 
punto dello spazio al quale corrisponde la coppia di mo- 
mento M m , si avranno tre equazioni analoghe alle (12) 
Oap. Ili, le quali per le (1) si riducono alle 


( 3 ) 


ossia alle 

W 

essendo 


XV 

E* 

YV 

R 4 

ZV 

R 4 


= M„ — +z K Y, 
= M s -z m X+.r ra Z, 
= M, — x n Y + y m X, 


— A — B z m ■ 0 
X Y *“ Z ’ 


/r , . YM Z - ZM y 
(5) A = ^ -, 


B 


ZMx-XM 2 

R 4 


C 


XM y - YMx 
R 4 


Ma se nelle (4) consideriamo le x mì y m , z a come coordi- 
nate correnti, le equazioni medesime rappresentano, una 
retta ad ogni punto della quale corrisponderà una coppia 
risultante di momento M m ; come ò evidente, essendo quella 
retta l’asse della coppia di momento minimo. Questa retta 
chiamasi asse centrale del sistema. 

2.° Il punto di coordinate A, B, C situato sull’ asse cen- 
trale , è il punto di intersezione del medesimo asse colla 
perpendicolare condottagli dall’ origine 0 dei primi assi ; 
il che provasi facilmente, essendo le equazioni di questa 
perpendicolare le 

x y z 

x = ir = (T- 


* 


« 
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Ne deriva che indicando con d la distanza fra l’origine 0 
e l’asse centrale si ha, per le (5), 

(7) M* == M* + d* R* 

per cui, essendo la retta (6) perpendicolare all’asse della 
coppia di momento M m ed alla direzione della risultante, la 
coppia risultante di momento M può considerarsi come de- 
componibile in due poste in piani perpendicolari fra loro 
ed aventi per momenti M„, Re/; il che rendevi chiaro os- 
servando essere questa seconda coppia quella che risulta 
dal trasportare il punto di applicazione della risultante dal 
punto dell’asse centrale di coordinate A, B, C al punto 
corrispondente alla coppia risultante di momento M. 

Dalla (7) deduciamo: essere eguali fra loro i momenti 
di quelle coppie risultanti che corrispóndono a punti si- 
tuati sopra una medesima superficie cilindrica circolare 
avente per asse l’asse centrale. Inoltre, siccome, indicando 
con l’angolo compreso dall’asse della coppia di momento 
M e dalla direzione della risultante, si ha 

m , V M m 

( 8) “f-n-jfi 

óttiensi, per le (7), 

, R 

tang. = 

quindi gli assi delle coppie risultanti corrispondenti a punti 
situati sopra una stessa superficie cilindrica circolare sono 
egualmente inclinati all’asse centrale. 

3.° Si è veduto che ad ogni punto dello spazio corri- 
spondono una coppia risultante ed infinite coppie com- 
ponenti; e che, considerando un punto di coordinate x 0 , 
y 0 , z 0 , si ha fra il momento M 0 della coppia risultante, 
il momento N di una coppia componente qualsivoglia, e 
l’angolo f compreso dai loro assi la relazione 

N = M„ eos. r f. 
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Deducasi da essa essere eguali fra loro i momenti di quelle 
coppie componenti, corrispondenti ad uno stesso punto, 
gli assi delle quali sono generatrici di un còno retto, a- 
vente per asse l’asse della coppia risultante. Quest’ultima 
equazione e (8) la 

(9) M m M 0 cos. 

danno la seguente: 

N = M„c^: 

COS. '■p 


dunque per ogni punto dello spazio esiste un numero in- 
finito di coppie componenti di momenti eguali al momento 
minimo; gli assi di queste coppie sono generatrici di un 
còno retto avente il vertice in quel punto, per asse l’asse 
della coppia risultante corrispondente a quel punto , ed 
una generatrice qualunque fa coll’asse del cono un angolo 
eguale a quello che il medesimo asse fa coll’asse centrale. 

4.° Considerando la coppia risultante corrispondente al 
punto di coordinate x 0 . y 0 , z 0 , si immagini presa sull’asse 
della medesima partendo da quel punto una porzione di 
lunghezza reciprocamente proporzionale al momento di 
essa coppia risultante ; cioè indicando con h questa di- 
stanza e con k una costante sia : 



Analogamente si operi sull’asse di una coppia componente 
qualunque di momento N corrispondente allo stesso punto ; 
ed indicando con jp, </, r le coordinate dell’estremità di que- 
sta retta, e con a„, 6„, c 0 i coseni degli angoli che essa 
forma coi tre assi ortogonali, si avranno le 

k a B k b n k c„ 

P q ~ N ’ T ~ N ’ 

per le quali e per la (15) Gap. III. ottiensi 


M. 


^0 


M, 


.Vo 


P~sT +V-XT + 


M 0 


Mzo 


= 4. 
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Dunque gli estremi non comuni di quelle rette che coin- 
cidono cogli assi delle coppie componenti corrispondenti 
ad ^n medesimo punto , e sono di lunghezze reciproche 
ai momenti di esse coppie, sono situati in mi piano, il quale 
è perpendicolare alla retta che coincide coll’asse della cop- 
pia risultante e passa pel suo estremo non comune. 

Così se da un punto dell’asse centrale immaginiamo con- 
dotte delle rette parallele agli assi delle coppie risultanti, 
e su quell’ asse e quelle rette facciamo ima costruzione 
analoga alla superiore: indicando con .t„, y mì z a , e con p, 
q, r le coordinate delle estremità delle porzioni prese sul- 
1’ asse centrale e sull’ asse della coppia risultante di mo- 
mento M 0 , si avrà per la (9): 

jp 4 + q 1 + r* = (xl + yÌ + zi ) cos. 4 1 ; 
ma 

. ? ?/„ + r z m 

cos. i — i =-£- 

l/(p 4 + <7 4 + r 4 ) \/{xl + yi + zl) 

quindi sostituendo si otterrà 

(p—7 «-)* + (y - 4 y*Y + ( r - 4 2 -)’ =P i » 

posto : 

P = ~[/{xl'^- ]jl + zi). 

Ne risulta che il luogo geometrico dei termini non comuni 
di quelle porzioni di rette parallele agli assi delle coppie 
risultanti è una superficie sferica avente il centro nel punto 
di mezzo della retta di lunghezza reciproca al momento 
minimo ed il raggio eguale ad una metà della medesima 
lunghezza. 

5.° Le proprietà dimostrate nel § antecedente forni- 
scono una semplice costruzione mediante la quale si ot- 
tengono i momenti di tutte le coppie risultanti e compo- 
nenti allorquando sia conosciuto il momento minimo del 
sistema. Sia AB la retta di lunghezza 2 p, e costrutta so- 
pra di essa, come diametro, la semicirconferenza ACB, da 
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uno degli estremi del diametro AB, per esempio B, con- 
ducasi una corda qualsivoglia BC. Questa corda sarà, di 
lunghezza reciprocamente proporzionale al momento di 
ciascuna di quelle coppie risultanti , gli assi delle quali 
fanno coll’asse centrale un angolo eguale al CBA. Unito 
il punto A col punto C, se dal punto B conducesi una 
retta qualunque BD fino ad incontrare la corda AC od il 
suo prolungamento, la lunghezza di questa retta sarà, re- 
ciprocamente proporzionale al momento di ciascuna di 
quelle coppie componenti gli assi delle quali formano col- 
1’ asse della coppia risultante corrispondente al medesimo 
punto dello spazio un angolo eguale al DBC. 

• ' ■ - • « v ' 




IIrioscmi. La Stillini ccc. 
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CAPITOLO V. 


Proprietà delle coppie risultanti. 

/ 

l.° Supponiamo che il piano e l’asse di una coppia ri- 
sultante passino pel punto al quale corrisponde la coppia 
medesima*, per cui il piano e 1’ asse della coppia corri- 
spondente al punto di coordinate x 0 , y 0 , z 0 saranno rap- 
presentati dalle equazioni 

(* — x 0 ) Mx # + ( 3/ — »/ 0 ) My 0 +(2- 2 0 )M Ia =0 

x — *0 _ V - IJo __ 2-Zq 
Mx 0 My 0 M- 0 

Ciò posto, sieno 

x — a y — b z — c 
« /3 7 

le equazioni di una retta qualsivoglia; si domanda quali 
condizioni dovranno verzicare i parametri a, b ... . perchè 
questa sia asse di coppia risultante. La coppia risultante 
suppongasi essere la corrispondente al punto di coordi- 
nate x 0 , y 0 , z 0 \ dovendo la retta passare per esso ed essere 
perpendicolare al piano dalla coppia, avranno luogo le 
equazioni 

r 

#o a y Q b z 0 c 
« ~ fi ~ y ' 

Mi /o ^ M;„ 
a j3 y 
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dalle quali, indicando con h, k i valori comuni ai primi ed 
ai secondi rapporti, si potranno dedurre i valori delle x 0 , 
y 0 . z 0 ; Mr 0 , , Ms 0 ; e questi sostituiti nelle (12) del Ca- 
pitolo ILI, danno le 

k<t + h (/3Z - yY) - (M* - ÓZ + cY) = 0, 

Jfcj 3 + A (yX - «Z) _ (M y - cX + oZ> = 0, 

£y + A («Y — jSX) - (Ma - « Y + 6X) = 0, 

dalle quali eliminando le h , fc si ha la condizione richiesta. 
Per eseguire la eliminazione si moltiplichino dapprima 
quelle equazioni per X, Y, Z, e sommandole si ottiene 

k V 

«X + jSY + yZ ’ 

quindi moltiplicandole per «> (3, y e sommandole di nuovo 
giungesi alla 

(1) aMx + /3My + yM z + X(èy _ c/3) + Y (ca — ay) + Z (a/3 — 6a) 

Vfc’-h/S’ + y*). 

. aX + iSY + z'Z’ 

equazione alla quale devono sodisfare i parametri a, b, . . . 
perchè la retta superiore sia asse di coppia risultante. 

Il primo membro di questa equazione diviso per 
[/ ( a * + /5* + y*) è eguale al momento della coppia risultante 
che ha per asse la retta data .( (10) del Capitolo III) ; in- 
dicando con M 0 questui momento, si avrà 

„V^(a* + ^ + y s ) V 
ai °~X + /3Y + yZ ~ S’ 

essendo S la grandezza della componente della risultante 
di grandezza li, componente diretta secondo quella retta. 

2.° Considerando una seconda coppia risultante corri- 
spondente al punto di coordinate x , , y t ,S|, si avranno tre 
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equazioni analoghe alle (12) del Capitolo III dalle quali e 
da queste si dedurranno le 

M.ro = Ma;, — ( y Q — t/i) Z + (z„ — Z|) Y, 

My, = My, - (z 0 - z,) X + (x 0 - X,) Z, 

Ms 0 = M», — (i' 0 X\) Y + (i/ 0 — t/i) X. 

Moltiplicando queste equazioni perx 0 — x,, y 0 — y ,, z 0 — z, 
e sommandole si ottiene: ' ' 

(«0 — ®l) Mj; 0 + (j/q t/l) My # + (z 0 Zi) Mz 0 = 

= (x 0 — Xi) Me, + (y„ — y t ) My, + (z 0 — z,) M», ; 

cioè se il punto di coordinate ac, , y t , z , è situato nel piano 
della coppia risultante corrispondente al punto di coordi- 
nate x 0 , y 0 , z 0 ; quest’ultimo punto è situato nel piano della 
coppia risultante corrispondente al primo. E siccome il 
punto di coordinate x l5 j/i, z\ è affatto arili trario, avremo 
più generalmente che i piani delle coppie risultanti cor- 
rispondenti a punti situati in un piano di coppia risultante 
passano tutti per un medesimo punto ; il quale è il punto 
a cui corrisponde quella coppia. Ma anche il punto di 
coordinate x 0 , y 0 , z Q è arbitrario , quindi avremo la pro- 
prietà reciproca alla superiore, cioè che se i piani di un 
numero qualsivoglia di coppie risultanti si segano in uno 
^tesso punto, i punti a cui corrispondono le coppie me- 
desime sono situati nel piano della coppia risultante cor- 
rispondente a quel punto. 

3.° Se indichiamo con p la distanza fra i punti di coor- 
dinate x 0 , y 0 , z 0 ed x,, y t , z, e còiW, m, n i coseni degli 
angoli che la retta la quale unisce quei due punti forma 
coi tre assi ortogonali, dalle equazioni (3) si deducono le 
seguenti: 

Mx 0 = M x , + p ( nY — mZ), 

(4) M s ,_M,„ + p(tó-»X), 
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Supponiamo ora che il punto -di coordinate ar 0 , y 0 , z 0 sia 
situato sull’ asse della coppia risultante corrispondente al 
punto di coordinate y { , le l, m, n prenderanno i va- 


Mj 4 M Vi M*. 


e sostituendoli nelle equazioni supe- 


l0n M, ’ M, ’ M, 
riori, si otterrà, quadrandole e facendone la somma: 


(5) = M) + f R s sen.* 6 t 

indicando 1’ angolo compreso dall’ asse della coppia di 

momento M t e dalla direzione, della risultante. Ora [il valore 

del coseno dell’ angolo compreso dagli assi delle due cop- 

' 'M. 

pie trovasi facilmente per le (4) essere ; quindi la retta 

che unisce i punti di coordinate :r 0 , y 0 , s 0 ed .t, , y,,z t , non 
potrà essere asse tanto dell’ una che dell’altra coppia ri- 
sultante corrispondenti ai punti medesimi se non è M 0 == M,. 
Ma dalla (5) si ha come conseguenza di quest’ultima equa- 
zione la sen.^j =0; per cui affinchè una retta possa essere 
asse comune a due còppie risultanti corrispondenti a due 
punti di essa, dovranno i momenti di quelle coppie essere 
eguali, ossia quella retta essere l’asse centrale. 

4.° Le equazioni 

(6) x - x « = y-y» — 2 ~~n 

À p i/ 

rappresentino una retta qualsivoglia, e suppongasi- che il 
piano della coppia risultante corrispondente al punto [di 
coordinate x tì y { , z t passi per la retta medesima - , si avranno 
le. due condizioni: 


( 7)1 ^ X ° Xì ^ + ^ + iu ~ s 0 = q » 

M X| + p M v , + v M-, == 0 ; 


le quali, ritenendo le x t , y,, s, come coordinate correnti, 
rappresenteranno il luogo geometrico dei punti corrispon- 

) 
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denti alle coppie risultanti i piani delle quali passano per 
una medesima retta (ti). Ora ponendo: 

(8) x 0 M* -l- y 0 M y + Zg = D, >.M. r + = E 

' c 

inoltre 

A = vY — wZ, B = >.Z — vX, C = uY — XY; 
le equazioni (7) prendono la forma: 

f9) j *1 M, 0 + y, M yu + s, M, 0 = D , 

quindi il luogo geometrico richiesto sarà una retta. 

Reciprocamente: i piani delle coppie risultanti corri- 
spondenti a punti situati in una retta data passano per 
un’altra retta. Le (6) sieno le equazioni della retta data, e 
consideriamo la coppia risultante corrispondente al punto 
•di coordinate x ì} j/ 3 , 2 *. Indicando con h una indeterminata 
si hanno le, 

Xi^Xg +,AX, j/i == y 0 + hy., 2* = z 0 +hv 

per le quali, l' equazione del piano di quella coppia risul- 
tante prende la forma 

x M Xo 4- y M yo +2 M ;o — 1) + h (x A + y B + z C — E) = 0. 

Quindi i piani delle coppie risultanti corrispondenti a 
punti situati sulla retta (6) passano per la retta comune 
intersezione dei piani (9), cioè questa è la medesima alla 
quale si giunse superiormente. 

Queste due rette per le quali ha luogo la proprietà, che 
una di esse contiene i punti corrispondenti alle coppie 
risultanti . i piani delle quali passano per 1’ altra, vengono 
chiamate rette reciproche. Rappresentiamo colle equazioni 

x — « y — b z — e 
* . fi 7 

la retta intersezione dei piani (9) ossia, la retta reciproca 
della (fi). Essendo identicamente 
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I aM* 0 + /3My 0 + yMi 0 = 0 , 

(111 

v ' i aA + /3B + -/C = 0, 
si potranno ritenere: 

« = BMz 0 — CM y# jS = CMx 0 — AM Zo y = AM y# _ BM* # 
i quali valori, ponendo 

. (12) L = ÀMo: 0 4- f*M y# + vMz 0 , 

equivalgono ai seguenti: 

(13) a^=).V-LX, /3 = uY-LY, - /= =pV-LZ. 

I parametri a, b, c sodisferanno inoltre le 
<zMx 0 4- iMy 0 + cMz 0 = D , 
aA + ÒB 4 - cC = E ; 
dalle quali e dalle (11) si avranno le 

Ma* (co. — ay) 4- My 0 (c/3 — b-y) = — D y , 

A (ca — ay) + B (c,3 — by) = — E-/ , 

e quindi: 

by — c/3 = DA — EMx 0 : 

ed analogamente: 

ca — ay = DB — EMy 0 , 
a/3-ò*=DC-EMz 0 . 

Ora si ottiene facilmente 

EM Xo - DA = LMa- + V (z 0 w _ Uo » ) 
per cui si avranno le tre relazioni 

by — c/3 = V (i/ 0 p _ z 0 u.) _ LM X , 
ca — ay = V (z„ >. - x 0 >) - LMy , 
afi — by. = V (a*, y. _ ;/„ /.) _ LM r . 
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Se mediante i valori (13) (14) formiamo il primo membro 
dell’ equazione (1), risulta 

— «X + j5Y+-/Z ' 

ma moltiplicando le (13) per a, /3, y e sommandole si ha 
a* + /3* + = V (Xa + (A/3 + sr/) — L («X + /3Y + 7 Z) : 

dunque l’equazione (1) prenderà la forma 
(15) • Xa + a/3 + vy = 0 ; 


od anche, osservando che le (13) moltiplicate per X, p, p 
danno 

Xa + a/3 + p 7 = V(X 9 + a 9 + y») L(XX + aY + pZ) , 
la seguente : 



V(X a a* + p 9 ) 
— XX + jaY + pZ ’ 


Le equazioni (15) (16) contengono due interessanti pro- 
prietà delle rette reciproche. La (16) essendosi dedotta 
dalla (1) sostituendovi i valori di a, /5, y .... è la condi- 
zione che deve verificarsi perchè la retta (10) sia asse di 
coppia risultante ; ma la (16) per la sua forma è anche la 
condizione che deve essere sodisfatta dai parametri X, p.... 
perchè la retta (6) sia asse di coppia risultante ; dunque 
se la retta data (6) sarà asse di coppia risultante lo sarà 
anche la sua reciproca (9). La (15) dimostra che in questo 
caso quelle rette sono ortogonali. 

5.° Dalle equazioni (13) (14) si deducono facilmente le 
seguenti : 
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PROPRIETÀ* DELLE COPPIE RISULTANTI. 

V 1 

Mx = u (i/o v — z 0 l x ) - J- (6*/ - c<S)> 

V 1 

% = "j^ ( 2 o 1 — x o v ) — ( ca — ®y)i 

y 1 

M* = j- (ar 0 y — y 0 l) — ^ (ai 3 — &*). 


-il 


Si sostituiscano questi valori di X, Y. . . nelle espressioni 
di M s , , M y , , Mj, , e si otterranno le relazioni: 



j(2/o-2/«) s '-( z o-2«). u 
j(z 0 -z,)/.-(.r 0 -a: 1 ) vj 
\(x 0 -x ì ) l i-(y 0 -y l )l 



(b — yt)y — (c-z,)P j 
(c — z,) « — (a — x,)y | 



ai) j3 — (6 — i/i)a 


Ora se il punto di coordinate x , y , z è situato sulla 
retta (G), i primi termini dei secondi membri nelle equa- 
zioni superiori sono nulli; per cui la somma dei quadrati 
darebbe 

* 

* « 4 + /S* + 7 a * 

Mi = Yj — “ J '< 


essendo r t la distanza fra il punto di coordinate x t , y t , 
e la retta reciproca alla (6). E siccome, indicando con r 4 
l’analoga distanza per un altro punto, si avrebbe 

M,__ r „ 

cosi avremo la proporzione 

M L _n . 

M, ’ 

cioè i momenti di due coppie risultanti corrispondenti a 

Hhioschi. Iji Statini etc. ® 
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42 proprietà' delle coppie risultanti. 

due punti qualunque, stanno fra loro come le distanze di 
questi punti dalla retta reciproca a quella che unisce i 
punti stessi. 

• 6.° Siano : 


x — x 0 y — y n s — zp 

X| [ X , 1/, 

le equazioni della perpendicolare comune a due rette reci- 
proche (6) (10). Questa retta per la proprietà caratteristica 
delle rette reciproche sarà situata nel piano della coppia 
risultante corrispondente al punto di coordinate x 0 , y Q , 
z 0 ; per cui si avrà 

X| Ma; 0 + My 0 + V| M Z() = 0: 

ed essendo perpendicolare alle due rette reciproche sa- 
ranno 

Ài X. ■+■ pi [x + s/| i/ = 0 , X| et 4- u.| £ 4- Vi y =0\ 

le quali pei valori (13) danno la 

X, X + fx, \ + £ = 0} 

per cui le equazioni della perpendicolare comune alle due 
rette reciproche risulteranno le 

x — x 0 y _ y 0 z — z 0 

YMr 0 — ZMy 0 “ ZMx„ — XMz 0 “ XMy # -YMx, • 

Questa retta, evidentemente perpendicolare all’asse cen- 
trale, lo incontra, come si è dimostrato al Cap. IV, § 2.° 
Si indichino con , «j , gli angoli compresi dall’ asse 
centrale e da ciascuna delle rette reciproche , e con <?, , 
oj , le lunghezze delle porzioni di perpendicolare comune 
alle due rette reciproche intercette fra l’asse centrale e 
le rette stesse. Si hanno evidentemente le 

XX + >xY 4- >Z aX 4- /SY 4- /Z 

COS. «» = —rr COS. '<) s = rr 

im yiv 
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essendo 

« = l/(À* + fA* + v* ) , «=:l/(a* + /S*+y*); 

ossia, pei valori (13), posto per brevità 
XX + u.Y + jZ = H, 

si avranno le 


(18) R//, cos. to ( == H , Rv cos. wj = VH — LR 1 ; 

dalle quali, osservando essere 

v* = y? V* + L 2 R* — 2VLH, 
si deducono le due 


, R u sen. = 1/ (R*w* — IP) 

(19) | 

t Rv sen. wj = — V[/(R 2 «* — H s ). 


Ora indicando con $ la minima distanza fra le due rette 
reciproche, e con 5 1’ angolo compreso dalle medesime, 
si ha 


dalla quale 


Xa + pfi + vy 

cos. 5 = , 

ux> 

uv sen. 6 = — L J/(R* u* _ H 1 ) : 


e siccome sostituendo nella (12) per X, M*... i valori (17) 
si ha : 

L* == — òuv sen. 6 , 

si otterrà infine 


~ =l /(RV-H’). 


Per questa relazione le (19) diventano 

(20) Rm sen. «j = , Rv sen. wj == _ . 

o tf 

Finalmente la espressione della minima distanza fra la 
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44 proprietà' delle coppie risultanti. 

retta (6) e l’ asse centrale conduce dopo alcune ridu- 
zioni alla 

V 

J, u R sen. w, = L — rrr H , 
li 


o per la prima delle (20) 

( 21 ) 

ed in conseguenza 


( 22 ) 




VH 

LR*' 


7.° Osservando alla forma delle equazioni (17) 6 evi- 
dente che se immaginiamo due forze dirette secondo le due 
rette reciproche (6) (10), e di cui le grandezze, indicate 
da Rj , Rj , sieno 

(23) r ,=^, R*=-r> 


i secondi membri delle prime tre rappresentano le somme 
delle grandezze delle componenti di quelle forze parallele 
agli assi ortogonali; ed i secondi membri delle altre rap- 
presentano le somme dei momenti delle coppie compo- 
nenti, quali risultano dalle leggi per la composizione dei 
sistemi di forma invariabile. Quindi le due forze suddette 
costituiscono quel sistema di due forze che al Gap. Ili 
§ 3.° si è dimostrato essere equivalente al sistema dato. 
E ciò può anche dedursi dalle formole del paragrafo an- 
tecedente. Infatti per le (23) e le (18) (20) si hanno le 


Ri cos. = 


HV 
LR ’ 


Ri cos. «t = 


LR* - HV 
LR 


dalle quali: 


(24) 


Ri sen. w. = R a sen. = -rpr . 

0K 

I R, cos. w, + Rj cos. *>« — R 
1 ll( sen. oi| — Ri sen. = 0 


Digitized by Googl 



proprietà’ delle coppie risultanti. 45 

e per le (21) (22): 


(25) 


( à t R, eos. R* cos. = 

! R| sen. W) + ^ Ri sen. wj — 


0 

V 

R 




ora immaginando assunto come origine di tre assi orto- 
gonali il punto in cui la minima distanza fra le due rette 
reciproche, direzioni delle due forze, incontra l’asse cen- 
trale , e supponendo uno degli assi coincidere coll’ asse 
centrale ed un secondo con quella perpendicolare còmune; 
operando la composizione delle due forze di grandezze 
R, , Rj si otterrà per le (24) una forza risultante diretta 
secondo l’asse centrale di cui la grandezza è R. Inoltre 
risulteranno due coppie, l’una posta in un piano passante 
per l’asse centrale e perpendicolare alla minima distanza 
fra le rette reciproche, il momento della quale è rappre- 
sentato dal primo membro della prima delle equazioni (25) 
e quindi è nullo; la seconda posta in un piano perpendi- 
colare all’asse centrale e di cui il momento dato dalla se- 

V 

conda delle (25) è eguale a — , nota espressione del mo- 

mento minimo del sistema; il che prova l’equivalenza del 
sistema dato e di quello delle forze di grandezza R t , R s , 
dirette secondo le due rette reciproche. 
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CAPITOLO VI. 


Relazioni fra i momenti delle coppie risultanti 
e componenti. 


l.° Siano Mi , Mj , M s i momenti di tre coppie risultanti 
corrispondenti rispettivamente ai punti di coordinate x, , 
2/1 , Zi ; Xì , l/a , Za *, x s , i/ 3 , z 3 : e si indichino con w, 4 , w )3 . 
wa3, gli angoli che gli assi di quelle coppie comprendono 
fra loro. Se dalle tre equazioni: 

KM*, + YM y< + ZM„ = V, XMx, + YM y , + ZM z , = V, 
XMx, + YM y , + ZMf , = V 
si deducono i valori di X, Y, Z, si hanno le 


V j dà dà dà 
~à j^ + tfM^ + dIT 5 ’ 



dà dà dà 

dM^, + d ’ 

dà dà dà i 

m^ + dM^ + dMZj , 


avendo posto 


Mn My 4 M Z) 

Mii Myj Mz a 
Mxj Myj Mr s 

Le equazioni superiori sommate e quadrate danno: 




( 1 ) 



Mj M a , sen. 3 <w 4S + M; M* sen. 3 « 43 + M 2 , M 2 sen. 3 + 
+ 2 M, M, Mi n + 2 M, Mi M, m + 2 M; M t M, 1 \ 
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essendo 

1 = COS. COS. W , 3 — COS. « w , VI = COS. M,,COS. Mjj— COS. 

n = cos. w l5 cos. e»),, — cos. w lg 
e 

A = M, M s M, |/ { 1 — cos. 8 w„ — cos. 8 <«>„ _ cos. 8 w,j + 

4- 2 cos. cos. w,j cos. «jj }. 

Quindi allorquando siano noti i momenti di tre coppie 
risultanti e gli angoli che i loro assi comprendono, per 
mezzo della formola ( 1 ) si otterrà il valore del momento 
minimo del sistema. Da questa formola deducesi anche la 

(3) ir-jF 

+ 2 R, R s n + 2 R, R, vi + 2 R a R 5 1 

nella quale 

H = [/ j 1 — cos . 8 « <s — cos . 8 w,j — cos . 8 4- 
4 - 2 cos. w,, cos. w,j cos. w,jj 

ed Ri , Rj , Rs rappresentano le grandezze delle compo- 
nenti della forza di grandezza R dirette secondo tre rette 
comprendenti fra loro gli angoli wu, m )S , «* 3 . Notiamo che 
le forinole (1) (3) sono insussistenti allorquando le tre rette 
sieno parallele ad uno stesso piano , perchè in questo 
caso H = 0. 

2.° Sieno Ni , N 4 , Nj i momenti di tre coppie componenti 
corrispondenti al punto di coordinate ac 0 , y 0 , z 0 ; ed «, , 
/3 ( , 71 ; « 4 , & , 74 ; «3 , 75 i coseni degli angoli che gli 

assi di quelle coppie comprendono cogli assi ortogonali ; 
si avranno le equazioni, Cap. Ili, § 5.°, 

Ni — «i Mr 0 4 - / 3 i My 0 4- 71 Mr 0 , 

N, = «j M.r 0 4 - /3 a My # 4- ’/i Mz # i 
Nj = «3 Ma, 4- /3 S My # 4- 73 M > 


R* sen . 8 4- R* sen . 8 «„ 4- R, sen . 8 w„ 4- 
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dalle quali deducendo i valori di M^ 0 , M, /o , M Zo , formandone 
i quadrati, e sommandoli, si ottiene 

(5) M 3 = jp- 1 sen. 3 « s , + N| sen. 3 «„ + N * sen. 3 + 

+ 2N < N 1 w + 2 N ( N s ot + 2N,Nj zj , 

nella quale le H, l, m, n hanno i valori superiori , e le 
w )s , «|j, « 4 3 sono gli angoli compresi dagli assi delle cop- 
pie componenti. Mediante questa formola (5) il momento 
di una coppia risultante corrispondente ad un punto si 
potrà determinare in funzione dei momenti di tre coppie 
componenti corrispondenti allo stesso punto e degli an- 
goli compresi dagli assi delle medesime. 

3.° Rammentando la espressione (16) del Cap. Ili è evi- 
dente che, posto 

(6) L r = a T M x ~r b r My ■+■ c, M- + X r X -I- y- r \ + v r Z, 

")- r ^ Kr — — £ r b r « == a r — . c r , v r — j ~, T b r — y] r a r , 

sarà L r il momento della coppia risultante o delle coppie 
componenti corrispondenti al punto di coordinate | r , >? r , ? r > 
l’ asse della quale comprende coi tre assi ortogonali an- 
goli di cui i coseni sono a n b n c r . 

Fatto r = 1, 2, 3 . . . . n nella equazione superiore (6), si 
moltiplichino le risultanti per le indeterminate A t , A*, ... A„ 
e si sommino, supponendo 

l2Aa = 0 2Aò = 0 2Ac = 0 

( 7 ) 

( 2 A = 0 2 A [>. = 0 2 A v = 0 : 

si avrà 

(8) A, Li + AjLj-f + A„L,,= 0. 

Gli elementi che individuano gli assi delle coppie di 
cui i momenti sodisfanno la (8) devono verificare le equa- 
zioni (7) indipendentemente da valori particolari attribui- 
bili alle A, , A 2 . . . Ora dalle equazioni (7) possiamo de- 
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durre una proprietà generale sussistente pei medesimi assi 
qualunque ne sia il numero; cioè che una retta la quale 
incontra n — 1 di quegli assi deve incontrare anche l’en- 
nesimo. Infatti supponiamo che la retta: 

x — l y — m z — n 

« £ y 

incontri le rette l. a , 2. a , ....(»— 1); si avrà 

a r {my — nfi) 4- b r (nx _ ly) -f c r (Ifi — mx) + x X r + fi y. r + y v r = 

per r = 1. 2...n — 1. Ma se si moltiplicano le (7) ordi- 
natamente per 

my — nfi, ?lx — ìy, /fi — ma, a. fi, y, 

avendo di mira le n — 1 equazioni superiori , si ottiene 
evidentemente : 

«» ( my — nfi) + b n (tt# — ly) + c m (Ifi — nx) + »/.,+ fi y n + /*„=* 0 

ossia la retta incontra anche l’asse dell’ ennesima coppia. 

4.° Considerando tre sole coppie, la eliminazione delle 
A, , Aj , As dalle (7) conduce a quattro equazioni indipen- 
denti fra loro, le quali forniscono le condizioni necessarie 
e sufficenti per la sussistenza della (8). 'Eliminando le A ( , 
Aj, A 3 dalle prime tre equazioni (7), si ha la pritna con- 
dizione: 

a i a, 

b\ hi hi 

Ci Ci Cj 

la quale equivale al dover essere gli assi delle tre coppie 
paralleli ad uno stesso piano. Una seconda equazione ri- 
sulta dall’eliminare le Ai , A* , A* dalla seconda, terza c 
quarta delle (7), cd è la: 

b i b t b s 

c t ^ 

>1 >1 >3 

Baioschi. La Statica ccc. 
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ossia sviluppando il determinante, dopo aver aggiunto agli 
elementi dell’ultima linea del medesimo quelli della prima 
moltiplicati per e quelli della seconda moltiplicati per 
— Ki , la seguente: 

( T ‘\ — r n) c ì — (£i — ?■>) bì ( yis — >;i ) c s — ( ) àj ' 

ò|C 3 — ^c, 63C1 — 6, Cj 

ed analogamente eliminando le A t . . . dalla prima, terza e 
quinta, e dalla prima, seconda e sesta, si ottengono le al- 
tre due: 

(Si — — (Si — £a) ca _ (£5 — Ci)« 5 — (zs — 

C| (lì — c s Oi Cj «1 — C| tlz 

( Zi — Zi) ài — ( Vi — Vi) dì ( Zz — Zi ) — ( Kz — y li)os 

a, ài — a i ài «s à t — «1 à s 

Queste equazioni saranno evidentemente soddisfatte se 
le tre rette si segano in uno stesso punto; quindi i mo- 
menti di tre coppie sodisferanno 1’ equazione (8) se gli 
assi delle medesime sono situati in un piano e si segano 
in imo stesso punto. 

Mediante le prime tre equazioni ( 7 ) si ponno determi- 
nare i rapporti fra i valori di A| , A* , A 3 , e si ha facil- 
mente 

Ai Aj A3 

scn. sen. «, 3 sen. « )S 

per cui l’equazione ( 7 ) diventa 

L, sen. «ss -l- Lj sen. « IS + L s sen. w (i = 0. 

5 .° Nelle formolo ( 7 ) (8) supponiamo n = 4 ; le equa- 
zioni ( 7 ) forniranno tre sole equazioni indipendenti. Infatti 
dalle prime tre si hanno le proporzioni 

. di di di rii 

A, : Aj: A,: A» = ^ 
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essendo 


hi 

<'i 

hi 

c.\ 

h-2 


h* 

C 4 

h 

^3 

h 

• Cs 


Ili 

hi 

Ci 


ed h \ , hi , A3 , hi quattro indeterminate; e per esse le al- 
tre tre diventano: 






le quali sono le equazioni che risulterebbero scrivendo la 
proprietà che tutte le rette che incontrano tre assi seghino 
anche il quarto. 

Osserviamo che indicando con V il volume di, una pi- 
ramide triangolare le facce della quale sono rispettiva- 
mente perpendicolari agli assi delle coppie, e con a, h, r, d 
le aree rispettive di esse facce, si hanno le 


, , , d\ -2 <IA -i d± ■. ì ds 

' ’ ' " » * ' C d -», ~ 5 n " d ~ 5 * h - <l M, ~ » “ bc M. 


quindi alla (8) in (questo caso si può dare la forma : 
il I.j| -f- Ò "I" c L 3 -4~ (l = 0 . 

\ 

G.° Sia n = 5 , pel teorema generale del § 3 .° tutte le 
, rette che incontrano quattro assi devono segare anche il 
quinto. Ora ò noto che in generale esistono due sole rette 
che ne incontrano altre quattro; per cui l’asse della quinta 
coppia dovrà passare per queste due rette. Le due equa- 
zioni indipendenti che si otterrebbero mediante la elimi- 
nazione delle A, , Ai . . . dalle ( 7 ) conterrebbero appunto 
questa proprietà. K quindi manifesto che ad ogni punto 
dello spazio corrisponderà una sola retta la quale possa 
essere asse della quinta coppia. 

Se supponiamo n = 6, essendovi in generale una sola 
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retta die possa segarne altre cinque, 1’ asse della sesta 
coppia dovrà incontrare quella retta , per il che ad un 
punto dello spazio corrisponderanno molte rette le quali 
potranno essere assi della sesta coppia, nyi queste rette 
saranno tutte situate in un piano. 

Da ultimo supponendo n = 7 ed eliminando le M.,-, . . . 

si ottiene la 


L, 

a , 

h , 

Ci 

>1 

f*I 

v \ 

= 0 

U 

«i 


Ci 

'•4 


>4 


l 7 

«7 

Ih 

Cl 

>•7 

f*7 

*7 



la quale relazione si può rendere indipendente della posi- 
zione degli assi nel modo seguente. Indicando con 11 il 
determinante superiore si ha 




1 

0 

L, 

«1 . 

• • *1 







0 

u 

a* . 






il 


. 

- . 

•• . • 

. . . 







0 

l 7 

« 7 . . 

. . >7 







1 

0 

0 . . 

. . 0 




anche 

• 










L, 

0 

>1 

. u l 

'■'I 

a i 

l 

>1 

Ci 

11 » 

Lì 

0 

f "ì 

, u 4 


a* 

l 

** 



l 7 

0 

>•7 

«7 

>7 

«i 

Ò7 

«7 


0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


e moltiplicando tra loro queste due forme dello stesso de- 
terminante si giunge facilmente alla 




« ii 

C7|ì 

17,7 

L, 

= 0 

' 


Q-i | 

0 a 

(li 7 

Li 




| «li 

•hi 

7777 

l 7 




! L, 

U 

.... l 7 

0 


essendo = ù,-n 

sen. 

«rsj 

G $rs 1(1 

minima distanza fra gli 

assi delle 

coppie 

e cresima 

ed essesima, 

1’ angolo com- 

preso da 

questi assi; 

per 

cui Oh = 

= «« = 

«77 «= 0. 
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CAPITOLO VII. 


Dei sistemi di forma invariabile riducibili ad una risulta nte , 
e del centro delle forze. 


l.° Un sistema di forma invariabile si dice riducibile ad 
una sola risultante, quando si possa individuare una forza 
l’effetto della quale sia identico a quello del sistema. Ora 
rammentando che, in generale, un sistema di forma inva- 
riabile può ridursi ad una forza e ad una coppia , e che 
il momento di questa cambia di valore, mutando l’origine 
degli assi a cui riferiamo il sistema, talché può determi- 
narsi la coppia di momento minimo, è chiaro ohe pei si- 
stemi riducibili alla sola risultante dovrò, essere nullo almeno 
il momento della coppia risultante corrispondente ad un 
punto, e perciò necessariamente essere nullo il momento 
minimo del sistema. Per le equazioni (2) del Cap. IV si 
avranno quindi quali condizioni necessarie e sufficienti 
perchè un sistema di forma invariabile sia riducibile ad una 
sola risultante, le due seguenti : 

(1) V = 0 li > 0 ; 

e dalle (9) del medesimo Capitolo deduciamo che le altre 
coppie risultanti o hanno nulli i loro momenti, oppure hanno 
i loro assi perpendicolari alla direzione della risultante 
unica. Osservando poi che le equazioni (3) del Capitolo 
suddetto, le quali sono quelle dell’asse centrale, rappre- 
sentano anche la direzione della risultante; è evidente che 
nel caso dei sistemi riducibili ad una sola risultante le 1 
equazioni della direzione della medesima saranno le : 

M* - i/Z + zY 1= 0. M„ - zX + x/ = 0, Mz - x\ + </X 0 
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od anche le : 


x — A y — B _ 2 — t ' 

=: ~z~’ 

avendo le A, B, C i valori (5) del Cap. IV. 

2.° Se consideriamo un secondo sistema di forma inva- 
riabile, ed indichiamo con lettere accentate le quantità ana- 
loghe alle superiori relative ad esso , si avranno quali 
condizioni perché il sistema sia riducibile ad una risultante 
le due seguenti: 

(2) . V,=0 ll ( >0 

e «piali equazioni della direzione di essa le: 
x — A, _ y — A, z — Ci 

~x t v YT =x "zr‘ 

Osserviamo che per le equazioni (l) (2) si Inumo le 

BZ _ CY = M* , CX - AZ = M ?/ , A Y - BX = M : 

ed analoghe; quindi la condizione perchè le direzioni delle 
risultanti dei due sistemi si incontrino sarà la 

(3) X, Mj- + Y, My + Z, M s + XMx, + YM V) + ZM 2) = 0. 

Supponiamo ora che il secondo sistema non sia qualunque, 
ma risulti dal far ruotare le direzioni delle forze del primo 
intorno ai loro punti di applicazione conservando costanti 
le mutue inclinazioni delle direzioni medesime. Per indi- 
viduare le relazioni esistenti fra il sistema dato ed il si- 
stema che deducasi da esso nel modo suddetto e che 
denomineremo sistema variato , si immagini una nuova terna 
di assi ortogonali avente origine comune colla prima, e di 
cui gli assi sieno talmente diretti che gli* angeli compresi 
dalle direzioni delle forze del sistema variato con ciascuno 
di essi, sieno rispettivamente eguali agli angoli clic le di- 
rezioni delle forze del sistema dato formano con ciascuno 
degli assi della prima terna. Si indichino con a t , ò, , c t ; 
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«j , bi , et ; « 3 , ò 3 , C3 , i coseni degli angoli che gli assi 
della prima terna fanno con ciascuno degli assi della se- 
conda, e riferendo il sistema variato alla prima tema si 
hanno facilmente le : 

(4) X t = o ( X + Y + «3 Z, Y.-ft.X + ft.Y + fcZ, 

Z, =• C| X + Cì \ -j- C3 

M x = («1 * + c 4 £ + c s •/) — z(b, * + bifi + b 3 y)}, 

My = - P [ X (rt| « + rt* ,3 + «3 '/) — X (C| a + C‘J |3 + C3 y) | , 

M s = 3 P{z ( b , a + bi ,3 + b z y) — y (a, a + f? 5 /3 + a 3 7) j, 

nelle quali le P, a, jS... hanno i valori del Cap. III. Queste tre 
ultime equazioni, ponendo per brevità 

( E, = 2 Pa-a E* = 2 Par, 3 E 3 = £ l\vy 

(5) jF, = 2Pt/x Fi = 2Pf/|3 F 3 = IP yy 

(g, = :SPz« Gi = 2P2,3 Gs = 2Pzy 

si trasformano nelle 

( Mx, = Cj F| — bi G) + c s Fj — bì G* + C5 F5 — 63 G3, 

My, = Af| Gì Ci E, + (tj Gì — Cì Ei + o 3 G3 — C3 Es , 

M z , = b, E, — n, F, + bi E s — «1 Fi + b 3 E s — a 3 F, , 

le quali moltiplicate ordinatamente per a t , b t , c t , quindi 
per ai , 61, <?i , e da ultimo per n 3 , . bs , c 3 , danno le 
seguenti : 

+ é|My, +C|Mzi == «lEs + figh 3 4 C1G3 — ^Eg — Ò3F a — C3G1 

c?ilVIxi + &gMy ( + cgMz, = 03E1 4- 63F 1 + C3G 1 — a,E 3 — i|F 3 — (?jGr. 

«sMx, + b^yii/f -f- cjMz, = «|Eì + 6|F» ■+• ciG» — fi gE i — ig Ir 1 — c± G 1 • 

Se queste equazioni si moltiplicano per X, Y, Z, c si som- 
mano avendo riguardo alle equazioni (4), la condizione 
V, == 0 assume la forma : 

( 0 L,a, + M,6,+NiC t +Lsrtri + Mgéi+ N gCg + 1.13^3+ 4X303=0, 
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nella quale si ritengono essere : 

L, = E* Z - E s Y Lj = E s X — E, Z L 3 = E, Y - È, X 

M, = F* Z _ F 3 Y Mi = F, X - F, Z M 3 = F, Y — F 2 X 

N, = G 4 Z-G 3 Y N 4 = G 3 X — Gì Z N 3 = Gi Y — GìX. 

Inoltre osservando che pei valori (5) si hanno le 

Mx — I? 3 — Gì , 1VL/ = Gì — E 3 , M a = Ej — Fi , 
risulta : 

\ = Li + Mi + N 3 = 0 

e la equazione (3) per le (4) (6) e per la superiore ridu- 
cesi alla: 

(8) L(U| +Lj6i +L 3 cj +M|O i+Mi6i+M 3 Ci+Nio 3 .+Ni6 3 +N 3 c 3 ==0. 

È chiaro che allorquando le equazioni (7) (8) saranno so- 
disfatte indipendentemente da valori particolari che si 
potessero attribuire ai coseni a, , ..., un sistema variato 

qualunque potrà ridursi ad una sola risultante, e le dire- 
zioni di tutte quelle risultanti si incontreranno in un sol 
punto. Ora quei nove coseni essendo legati da sei equa- 
zioni si potranno esprimere in funzione di tre quantità ar- 
bitrarie, e siccome sostituendo questi valori nelle (7) (8) 
le equazioni che ne risultano devono sussistere qualunque 
sieno queste quantità arbitrarie ; le equazioni medesime si 
decomporranno in altre più semplici composte di soli ele- 
menti del sistema dato, le quali daranno i criterii affinchè 
l.° un sistema variato qualsivoglia sia riducibile ad una 
sola risultante ; 2.° le direzioni delle risultanti del sistema 
dato e dei sistemi variati passino per uno stesso punto. 
Se con p, v, si indicano le tre quantità arbitrarie, i nove 
coseni si ponno esprimere mediante le medesime come se- 
gue : (Vedi la Nota) 

ha « = 1 4- X* — u? — > 4 li b, — 2 (X<x + v) h Ci = 2 (X* — fx) 

h a a _ — 2 (Xjz — >) h b<i = 1 — X 2 + rx* — h c* 4 = 2 (fj.y + X) 
h di =. 2 (Xv + ij.) li b- = 2 (uv — X) /< r 3 =-= 1 — X* — /x 4 + i/ a 
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essendo h = 1 + X 1 -f p* + >* . La equazione (7) per questi 
valori e per la : 

L, + + N s = 0 

riducesi alla : 

L| /* + Mju* + N 3 v- -t- (Mj + Lj)/p -+■ (L, + N,)*i + 

Ni + M s )p> + (Ni - M s ) ). + (L, - N,)u + (M, - L,)* - 0 

la quale per l’arbitrarietà delle p, v, decomponesi nelle: 

L, = Lj = Lj = 0, M, — Mi = M s = 0, N t =N 4 = N 3 = 0, 

che equivalgono alle sei : 

no"» — _ ~ El GL 

1 j X = Y ~ Z ’ X ^Y - ^ Z"’ X ~ Y _ Z U ‘ 

Queste sono quindi le condizioni necessarie e sufficienti 
perchè un sistema variato qualsivoglia sia riducibile ad una 
risultante unica ; ma allorquando queste sono soddisfatte lo 
è evidentemente anche la (8) ; dunque dato un sistema di 
forma invariabile riducibile ad una sola risultante, se cia- 
scun dei sistemi variati i quali ottengonsi dal dato nel 
modo esposto, sarà riducibile ad una sola risultante, le 
direzioni di tutte queste risultanti si incontreranno in uno 
stesso punto, il quale verrà denominato centro delle forze 
Le equazioni (10) saranno perciò le condizioni che deb- 
bono verificarsi, perchè un sistema di forma invariabile am- 
metta centro di forze. 

Se con u, v, w indichiamo i valori dei rapporti (10) , 
le equazioni (6) in cause delle (4) si ponno scrivere nel 
modo seguente : 

M xt vf\ + wY) == 0 , My, ?6'X i 4 - ii/j\ = 0, 

M z , — u Y t + rX| = 0 , 

le quali dimostrano che le u , v, w, soddisfano alle equazioni 

(*) Notiamo che se i sistemi variati non fossero ciascuno riducibile ad una 
sola risultante, queste sarebbero le condizioni per 1’ eguaglianza dei momenti 
minimi dei sistemi medesimi. 

Briowhi. La Statini ter. K 
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della direzione della risultante di un sistema variato qua- 
lunque cioè le : 

/ii'i E* E s F, F 4 F, Gì Gì G s 

(11^-x-y-z ’ *“X“Y“Z ’ *-r -T-T 

sono le coordinate del centro delle forze. 

Supponiamo che il sistema dato sia di forze parallele, 
evidentemente tutti i sistemi variati saranno pure di forze 
parallele, ed essendo in questo caso (equaz. (5) ) : 

Ej = a 2 Prr , E 4 = /32 P.t, E s = y 2 P &• , ecc. 
ed: 

X=«2P, Y = /32P, Z = ylP,’ 

le equazioni di condizione (10) sono soddisfatte; quindi un 
sistema ili forze parallele è riducibile a risultante unica 
quando sia R > 0, ed ha centro di forze di cui le coordi- 
nate sono : 

iPx iVy 2P z 

v p • V — V p ’ W = v p • 

3.° Considerando la forma dei valori trovati per le coor- 
dinate del centro di un sistema di forze parallele, è chiaro 
che le espressioni : 

E, F, G, 

X ’ X ’ X 

sono le coordinate del centro del sistema di forze paral- 
lele formato dalle componenti delle forze del sistema dato 
dirette parallelamente ad uno degli assi. Osservando alle 
(11) si avrà quindi che un sistema di forma invariabile 
ammette centro di forze , quando i centri dei tre sistemi 
di forze parallele , i quali si ottengono decomponendo il 
sistema dato parallelamente a tre assi ortogonali, coinci- 
dono ed il punto di coincidenza è il centro del sistema 
dato. E nello stesso centro delle. forze coincidono anche 
i centri di tutti i sistemi di forze parallele formati da com- 
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ponenti, delle forze del sistema dato , parallele a rette 
qualsivogliano. Infatti indicando con w il coseno dell’ an- 
golo che la direzione della forza P comprende con una 
retta arbitraria , le coordinate del centro del sistema di 
componenti parallele a quella retta sono: 


/ = 


2 Pw 


m = 


2P <oy 
2 P « 


n : 


ZPuz 
2P u ’ 


le quali, denominando a, b, c, i coseni degli angoli che la 
retta fa coi tre assi, danno le : 


>0 


a(/X- 

-E, 

) + 

b{l Y 

-E,) 

+ c 

a (mX - 

-F, 

) + 

b(mY 

-*» 

+ c 

a(nX. - 

- Gì 

) + 

b(nY 

- G,) 

+ C 

eliminando 

le 

a , h 

, c: 





i 

E, 

E, 

E, 



c t 

X 

Y 

Z 



m 

F, 

Fj 

F, 



X 

Y 

z 




G, 

G 4 

G s 



71 

X 

Y 

z 



1 

1 

1 

1 


= 0 


Se le l, in, n si suppongono variabili, questa equazione 
rappresenta il piano che passa pei tre punti di cui le coor- 
dinate sono , ecc., quindi il luogo geome- 

A A A * 

trico dei centri degli infiniti sistemi di forze parallele che 
si ottengono nel modo suddetto è un piano. Se le equa- 
zioni (10) sono soddisfatte, tutti questi centri coincidono 
evidentemente col centro delle forze. 

5.° I sistemi variati che abbiamo considerati superior- 
mente non erano soggetti ad altra condizione che a quella 
del conservarsi costante la mutua inclinazione delle forze e le 
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equazioni (10) sono in questo caso le condizioni per la sussi- 
stenza del centro delle forze. Ma se assumiamo qualche al- 
tra ipotesi intorno al modo nel quale le direzioni delle 
forze ruotano intorno ai loro punti di applicazione , ver- 
ranno evidentemente a cambiarsi le condizioni per la esi- 
stenza del centro delle forze; il quale denomineremo cen- 
tro relativo delle forze. Supponiamo che i sistemi variati 
si ottengano facendo ruotare le direzioni delle forze del 
sistema dato intorno a rette condotte pei punti di appli- 
cazione e parallele fra loro, in modo che le mutue incli- 
nazioni delle direzioni delle forze rimangano costanti. Ope- 
rando come al § 2.° si otterranno le equazioni (7) (8) ossia 
pei valori di a t , b, la (9) e la : 

( L) X 4 + Mj u 4 + Nj i' 4 + (L s + M|) )>ia + (Ni + Lj) a> + 
^71 (M, + Nj) a V + (M s - Nj) X + (N, - L,) U. + (Li - M.) > = 0. 

Osserviamo che in questo caso le X, /*, v, non sono più 
indipendenti, ma indicando con a, b, c, i coseni degli an- 
goli che ciascuna delle rette che abbiamo immaginato con- 
dotte pei punti di applicazione delle forze comprende coi 
tre assi, e con k una quantità arbitraria si hanno le (Vedi 
la nota) : 

X — ha, u — k b , v — kc. 

Se questi valori si sostituiscono nella equazione ( 9 ) e 
si eguagliano a zero i coefficienti di e di k si otten- 
gono le : 

a{Lxa + M ,6 + N|c) + ò(L ^/7 - 4 - M $6 N$c) -t- c( L 30 4 - M 3 & 4 - N 3 c) — 0 
(14) a (N, - M 3 ) + b (L s - N ,) 4 - c (M, - Lj) = 0 

lè quali saranno le condizioni che debbono verificarsi per- 
chè un' sistema variato qualunque sia riducibile a risultante 
unica. Siccome poi la equazione (13) nella quale si pon- 
gano per A, ft, v i valori superiori dà origine alle stesse 
due equazioni (14), ne deduciamo che anche in questo 
caso, se un sistema variato qualunque è riducibile ad una 
risultante, il sistema dato ammette centro relativo di forze. 
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Le equazioni (14), insieme alla « 2 + 5* 4- c- = 1 serviranno 
a determinare nei casi particolari i valori di a, b,~c, i 
(piali individuano la direzione comune delle rette intorno 
le quali si debbono far ruotare le direzioni delle forze per 
ottenere i sistemi variati. 

Consideriamo per esempio im sistema di forze dirette 
in un piano, se le direzioni delle forze di ogni sistema 
variato saranno situate in quel piano, le rette condotte 
pei loro punti di applicazione ed intorno alle quali si sup- 
pongono ruotare le direzioni delle forze, saranno perpen- 
dicolari a quel piano ; per cui 1’ equazione del medesimo 
potrà scriversi : 

a x + b y + c z = d. 

Ora le forze del sistema dato essendo dirette in questo 
piano saranno indentiche le equazioni che si ottengono 
ponendo nella equazione del piano stesso x { , y\ , z ( ; 

jj, j/i , Zj ; in luogo delle x, y, z ed a, , /3, , y, ; 

a 4 , /3 4 , y s ; .... invece delle a, /3, y nella : 

a a + 6 /3 + c y = 0. 

Da queste ultime si deducono le : 

( oE , + òE 2 + cE s = 0, ■ «Fi+ bl\ + cF 3 = 0, 

( csGti + òGj + eG s — 0 «X + òY + cZ = 0; 

e le prime danno : 

l «E, + ÒF, +cGi =dX, «E 4 + 6F s + cG, = dY, 
(1G) j aE;.+ 6F 3 + eG 3 =(/Z 

dalle quali: 

(i Lj + b M, *f- c == 0 , d L 2 + b Mj + c X 4 * 0 , 

a Lj + b M3 + c N 3 == 0 . 

Da queste relazioni deducesi l.° che un sistema di forze 

dirette in un piano ò riducibile ad una sola risultante : 2.° 

che ha centro relativo di forze. Infatti dalle (15) si hanno 
facilmente le due: 

u M) = />M j , cN, — (/hi 3 



(15) 
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per le quali la prima delle (17) si riduce alla: 

L, + Mg + N s = 0 

nota equazione di condizione. Inoltre la prima delle equa- 
zioni (14) è identica a cagione delle medesime (17), e pro- 
vasi facilmente esserlo anche la seconda potendosi otte- 
nere il primo membro di essa moltiplicando la quarta 
delle (15) per E| + F 4 + G 3 , e sottraendo vi le altre tre 
moltiplicate ordinatamente per X, Y, Z. 

Le coordinate u, v , w del centro delle forze di quésto 
sistema si ponno determinare osservando che le equazioni 

M Xl — ?;Z| + wY t = 0 , M y , — mXi + «Z, = 0 , 

Mr, — «Y 1 + vXt = 0 

debbono essere soddisfatte identicamente. Quindi sosti- 
tuendo nelle medesime per ai , b t , c, .... i loro valori for- 
' mati colle quantità k, a, b, c dovranno essere nulli sepa- 
ratamente i coefficienti delle varie potenze di k. Dalla 
prima delle superiori si hanno in questo modo le tre 
equazioni: 

c ; aF, + ÒF S + cF s - ®(aX+ bY + cZ) } 

= b ( aG, + 6Ga + cG 3 - w(aX f bY + cZ) j 

v(bX — aY) — w(aZ — cX) = aE t + òF t -t- cG t — a(E, + F s 4- G s ) 
F 3 - vZ = Ga - wY 

la prima delle quali è identica per le (15), eia terza equi- 
vale alla identica : 

Mx — vZ - 1 - wY — 0. 

Quindi, per le (16), le u, v, io debbono soddisfare alle: 

v(bX - aY) - w{aZ - cX) = dX - a(E, + F 4 + G*) 
w(cY - bZ) - u(bX - aY) = dY - b(E, + F 4 + G s ) 
u(aZ - cX) - v(cY - VE) = dZ - c(E, + F 4 + G,) 

F s - vZ = Ga - wY , G, - wX = E s - uZ , 

E s — uY = F, — t?X 
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Ora, moltiplicando le prime tre equazioni superiori per 
a, b , c, e sommandole ottiensi la : 

uX 4 - oY 4- wZi — E| + Fj 4 - Gs 

e sostituendo in quest’ultima per v, w i valori che si ponno 
dedurre dalla quinta e sesta : si ha : 

uR* = E, X + E* Y + E 5 Z + N, - M s 

ed analogamente : 

vW = F, X + F* Y + F s Z + L 5 - N, 

wR* — G, X + Gì Y + Gr s Z + Mi — L 4 . 

5.° .Consideriamo come al § 2.° un secondo sistema di 
forma invariabile ed indichiamo con Q la grandezza di una 
forza qualunque; con a, b, c i coseni degli angoli che la 
direzione di essa fa coi tre assi, e con £, jj, £, le coordi- 
nate del suo punto di applicazione. Se con L r indichiamo 
il momento della coppia che ha origine dal primo sistema 
e che ha per asse la direzione della forza di grandezza 
Q r si avrà per la formola (6) del Cap. II. che : 

L r — ci r Mj. 4~ b r j\I y 4* c r 4“ L X 4~ iA r à -|- Z 
essendo : 


/. r Y) r Cf £r b r , fA r =s a,- Cr 1 

v r = | r 6 r — -r, r a r ; 

e ponendo : 


X, = iQa , Y, = iQb , 

Z, = IQc 

Ma, = , M v , = , 

M z , = 2Qv 


si avrà : 


2LQ = X, M.r + Y, M y 4 - Z, M- 4- XMx, 4 YMj,, 4- ZM z , . 

Quindi, supponendo che i due sistemi sieno riducibili ad 
una sola risultante, le direzioni di queste si incontreranno 
(piando sussista la equazione: 

iLQ — 0 . 
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Delle condizioni per V equilibrio di un sistema, di forze 
applicate ad un punto. 


l.° Un sistema di forze dicesi in equilibrio allorquando 
gli effetti delle forze si elidono, e quindi l’effetto comples- 
sivo del sistema è nullo. E condizioni d’equilibrio vengono 
denominate quelle relazioni fra gli elementi del sistema, 
le quali debbono necessariamente stabilirsi perchè il si- 
stema sia in equilibrio, o che reciprocamente hanno luogo 
quando il sistema è in equilibrio. 

Si è dimostrato al Gap. I.° che un sistema di forze ap- 
plicate ad un punto può ridursi ad una sola forza, e che 
indicando con R la grandezza della medesima , con P 
quella di una qualunque delle forze del sistema, con a, /5, y 
i coseni degli angoli che la direzione di questa fa con tre 
assi ortogonali, e ponendo : 

X = 2Pa , Y = iP/5 , Z-^P / 

si ha : 

RJ = X* + Y* + Z 1 . 

Ora 1’ effetto della forza di grandezza R è identico a 
quello del sistema dato, quindi è evidente che se quest’ul- 
timo è in equilibrio dovrà essere R = 0, e reciprocamente 
che se si avrà R = 0 il sistema dato sarà in equilibrio. 
Avremo perciò quali condizioni d’equilibrio le tre seguenti: 

IV y. = ft , àP/5 = 0 , àP/ = 0 
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2.° Se il punto al quale sono applicate le forze non fosse 
libero come si è supposto nel paragrafo precedente, ma 
fosse obbligato a rimanere sopra una impenetrabile su- 
perficie, nel determinare le condizioni per l’equilibrio del 
sistema devesi tener conto della resistenza che la super- 
ficie opporrebbe al punto , la quale sarà diretta secondo 
la normale alla superficie corrispondente alla posizione del 
punto. 

Se quindi consideriamo questa resistenza di grandezza 
N incognita, come un’altra forza agente sul punto , potrà 
il medesimo considerarsi come libero, e rappresentando con 
F'(ar, y , z) = 0 l’equazione della superficie, si avranno 
quali condizioni per l’equilibrio del nuovo sistema le equa- 
zioni seguenti: 


(1) X+ N — rp = 0 , Y + nI^Lo, Z+N-^ = 0, 

li li li 


pcteto: 


H = 1/ (F* (x) + F* (y) + F* (z) }. 


Le condizioni per l’equilibrio del sistema dato si otter- 
ranno eliminando la N dalle tre superiori (1) per cui sa- 
ranno le : 


( 2 ) 


X Y Z 
F(*)-F(y)“F(*) 


unitamente all’ equazione della superficie. Trasportando 
nelle (1) i termini che contengono N nel secondo mem- 
bro si ha: 


R = N 


ed in conseguenza: 

X F (x) Y ¥{y) Z F(z) 

R “ II ’ R ” H ’ R H 

“S 

dalle quali deducesi che se il sistema dato ò in equilibrio, 
la resistenza che oppone la superficie è eguale alla gran- 

Brioschi» Li Stnticn ere. ® 
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dezza della risultante delle forze attive, e che le forze 
medesime agiscono per verso contrario. 

3.° Supponiamo che il punto al quale sono applicate le 
forze sia costretto a stare sopra una linea a doppia cur- 
vatura ; o con maggior precisione immaginando i piani 
dei circoli osculatori corrispondenti ai varj punti della li- 
nea, supponiamo che il punto debba rimanere aderente la 
linea in uno di questi piani. Si avranno così due resistenze 
opposte dalla linea , l’ima diretta secondo la normale or- 
dinaria della linea, corrispondente alla posizione del punto, 
l’altra diretta secondo la perpendicolare al piano del cir- 
colo osculatore nel luogo occupato dal punto. Se si in- 
dicano le grandezze incognite di queste resistenze con N, 
Q, e riteniamo le medesime agenti sul punto; avremo quali 
condizioni d’equilibrio del nuovo sistema le seguenti: 


(3) 


X + Nizj 4- Qdj = 0 
Y + Nò* + Qfe = 0 
Z + Ne* + Qc s — 0 


nelle quali , 6 * , c s , a 3 , 63 , c 3 , denotano i coseni degli 
angoli che la normale ordinaria, e la perpendicolare al 
piano del circolo osculatore, corrispondenti al luogo della 
linea in cui trovasi il punto, fanno coi tre assi ortogonali. 

Se con ai , , ci , si indicano i coseni degli angoli che 

la tangente la linea in quel punto fa cogli assi, moltipli- 
cando le equazioni superiori ordinatamente per quei co- 
seni e sommandole si ha: 

(4) X«i + Yòi + Zcj = 0 

la quale e le equazioni della linea sono le condizioni per 
l’equilibrio del sistema dato. La equazione (4) mostra che 
per 1 ’ equilibrio del sistema dovrà essere nulla la compo- 
nente, diretta secondo la tangente della linea, della risul- 
tante delle forze attive, cioè che questa risultante deve 
essere diretta nel piano normale alla curva. 
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Per determinare i valori delle resistenze N , Q si mol- 
tiplichino le equazioni (3) prima per a* , b t , c t ; quindi 
per ai , 63 , Cj e si sommino dopo ciascuna moltiplicazione. 
Si avranno le: 

N = — (Xa 2 + Yós + Zc, ) 

Q = — ( Xa 3 + Yb z 4- Zc 3 ) 

cioè le componenti , della risultante del sistema dato , le 
direzioni delle quali coincidono con quelle delle resistenze 
N , Q , sono ripettivamente eguali in grandezza a queste 
resistenze, ed agenti per verso contrario. 
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CAPITOLO IX. 


Delle condizioni per V equilibrio di un sistema 
di forma invarialnle, e dell’asse di equilibrio. 


l.° Abbiamo dimostrato al Cap. ITI come in generale 
si possa sempre determinare un sistema composto di una 
forza e di una coppia, il quale produca lo stesso effetto 

di un dato sistema di forma invariabile: ed abbiamo tro- 

> ' 

vato che indicando con R la grandezza di quella forza e 
con M il momento della coppia, si avranno le : 

R 2 = X 2 + Y 2 + Z 2 , M 2 = M* + M 2 + M 2 

nelle quali le X, Y ecc. hanno i valori (1) (2) del Cap. III. 
Si avrà quindi quale condizione necessaria e sufficiente 
per T equilibrio del sistema dato, d’essere in equilibrio il 
sistema equivalente. Ora gli effetti di una forza e di una 
coppia non possono elidersi, qualunque sia la loro posi- 
zione relativa : dunque per 1’ equilibrio del sistema equi- 
valente dovrà essere nulla la grandezza della risultante, 
e nullo il momento della coppia risultante. 

Le condizioni d’ equilibrio per un sistema di forma in- 
variabile saranno quindi le: 

R = 0 , M = 0 

ossia, affinchè il sistema sia in equilibrio, dovranno essere 
soddisfatte dagli elementi del sistema le sei equazioni : 

( 2Pa = 0, 2P/3 = 0, 2Py = 0 

^ (2P(z/y — z/3) — 0, -P (za — a 7 ) = 0, (x(ì — j/a) = 0; 
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e reciprocamente quando queste equazioni sieno soddisfatte 
da quegli elementi, il sistema è in equilibrio. 

Il numero di queste condizioni d’equilibrio può diminuire 
quando suppongasi che le forze del sistema hanno dire- 
zioni particolari. Si consideri p. e. un sistema di forze pa- 
rallele; le quantità a, /3, y ritenendo in questo caso lo stesso 
valore per ciascuna forza , le prime tre equazioni (1) si 
riducono alla sola: 

(2) IP - 0 

e le altre due seguenti: 

IPx iPw iPz 
~ = /3 S= ~' 

Sia: 

Ax + B y + Cz = D 

l’equazione di un piano parallelo alla direzione delle forze ; 
si avrà: 


Ax + B,5 + Cy = 0 

ossia per la (4): 

AlPa: + BlPy + ClPz = 0 , 
alla quale in causa della (2) può darsi la forma: 


IP 


( D — (Ax + B y + C z) 
j [/( A* + B* + C* ) 


= 0 . 


Ma la espressione fra parentesi è la lunghezza della 
perpendicolare condotta dal punto di coordinate x, y , z al 
piano immaginato, quindi, denominando momento di una 
forza rispetto ad un piano, il prodotto della grandezza della 
forza per la distanza che il punto di applicazione della 
medesima ha dal piano; il primo membro • dell’ equazione 
superiore è la somma algebrica dei momenti delle forze 
rispetto ad un piano parallelo alla direzione delle forze 
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stesse. Dunque per l’equilibrio di un sistema di forze pa- 
rallele dovrà essere nulla la somma algebrica delle gran- 
dezze delle forze , ed essere nulle a parte le somme 
algebriche dei momenti delle forze rispetto a due piani 
paralleli alla direzione di esse e non paralleli fra loro. 

2.° Rammentando la espressione: 

L r = cir M, + br My + c r Mj + X + Y + v r Z, 

la quale al Cap. IV abbiamo trovato rappresentaret il mo- 
mento di una coppia risultante e di una coppia compo- 
nente*, è evidente che supposte soddisfatte le equazioni (1) 
si hanno le: 

Li = 0, Lj = 0, L 3 = 0, L 4 = 0, L s — 0, Le = 0 

e siccome supponendo verificate queste ultime dagli ele- 
menti del sistema lo sono anche le (1) purché: 


a { , 

à<, 

Ci , 


Pt 1 


non = 0 

a ì ? 

l», 

c* , 

A i ) 

Pi 1 



«6 , 


Co , 

A « j 

P6 ) 

v 6 



ne deriva che le equazioni (4) saranno condizioni neces- 
sarie e sufficienti per l’equilibrio di un sistema di forma 
invariabile quando sussista la ineguaglianza superiore; cioè 
quando gli assi di quelle sei coppie non saranno incon- 
trati da ima medesima retta. 

Così saranno condizioni per l’equilibrio del sistema le : 


X — 0 , L, — • Lj 5=3 L 3 — L 4 — L 5 — 0 


o le analoghe, giacché soddisfatte le (1) lo saranno anche 
queste, e verificate queste ultime lo saranno anche le (1) 
purché : 


a { 

b t 

Ci 

Pi 


«i 

b , 

Ci 

Pi 

Vi 

a s 

b s 

Cs 

P5 

v s 


ed un’ altra analoga 
non = 0. 
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cioè (Cap. IV § 6) gli assi di quelle cinque coppie non 
possono essere incontrati da due rette. 

Le: 

X = 0, Y = 0 , L, = Li = Lj = L* = 0 

o le analoghe saranno esse pure condizioni per l’equilibrio, 
quando gli assi delle quattro coppie non possano essere 
incontrati da più di due rette (Cap. VI § 5); e le: 

X = 0, Y = 0, Z = 0, L, = 0, Lj = 0, U = 0 

saranno condizioni d’equilibrio quando: 


a, 

b, 

c { 

dì 

b , 

Cì 

a* 

b. 

Cz 


cioè quando gli assi delle coppie non sieno paralleli ad 
un piano. 

Notiamo che anche alle tre equazioni : 

X = 0, Y = 0 , Z = 0 

possiamo sostituirne altre tre più generali; giacché po- 
nendo 

X, = a, X + 6, Y + c, Z 

Y, = a* X + ò* Y + c, Z 
Z| — CZ 3 X + Ò 3 Y 4 - Cj Z 

le tre superiori danno origine alle: 

X,=0, Y, = 0 , Z, = 0 

e queste a quelle quando si verifichi l’ineguaglianza (5). 
Ora le X, Y, Z, sono le somme algebriche delle grandezze 
delle componenti delle forze del sistema , componenti di- 
rette secondo tre rette qual si vogliano purché non paral- 
lele ad un piano; quindi le ultime equazioni sono più ge- 
nerali delle superiori. 
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3.° Consideriamo un sistema di forma invariabile in e- 
quilibrio , e supponiamo che esso venga trasportato in 
un’ altra posizione in modo però che le direzioni delle forze 
in questa seconda posizione sieno parallele ciascuna a cia- 
scuna alle direzioni che avevano nella prima posizione. 
Quali saranno le condizioni che debbono verificarsi perchè 
il sistema nella nuova posizione sia ancora in equilibrio, 
e quali quelle che individuano questa seconda posizione? 
Indicando con £, >?, £, le coordinate del punto di appli- 
cazione della forza di grandezza P nella seconda posi- 
zione del sistema, le condizioni per l’equilibrio del me- 

2 P/3 = 0 , 2 Py = 0, 

- P (?« — ?-/) = 0 , 2 P(?/3 — yix) = 0 

delle quali le prime tre sono verificate avendo supposto 
essere, nella prima posizione, il sistema in equilibrio. Si 
imm agini il sistema nella seconda posizione riferito ad una 
nuova terna di assi ortogonali , la quale sia quella che 
otterrebbesi trasportando la prima terna, supposta inva- 
riabilmente unita al sistema, insieme al sistema medesimo. 
Se con e, f, g , si indicano le coordinate della nuova ori- 
gine , e con a t , b { , c { ... . i coseni degli angoli che le 
due terne di assi comprendono rispettivamente, le equa- 
zioni (6) avendo riguardo alle (1) si ponno porre sotto la 
forma : 

a,F + ò,E + c a 2 PyZ — o 3 G — 2 P/3?/ — c s E = 0 

«3 2Pax + ò 3 G + c 5 F — a, F — ò| E — c, 2P y z = 0 
«i G + b K 2 P/3 y + e, E — a 4 2P*.r — b t G — c* F = 0 

essendo : 

E = 2P yy = 2P/3Z , F = 2PaZ — 2Py* , G = tPfise — 2P ay. 
Si sostituiscano nelle tre equazioni superiori in luogo dei 


desimo sono: 

I 2Pa = 0, 

( 6 ) 

il P(i7 7 — C/3) == 0 , 
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nove coseni tìj , b\ . . . . i loro valori formati colle tre in- 
determinate /, f/., v (Nota) e facendo per .brevità: 

2P/S 4- 2?£y = b , 2Vzx + 2P yz = M , 2P% + 2P*x = N 

si otterranno le tre seguenti : . : . • • .. 

( — XL 4 »G + >F) 4 - >(XG, — jiM 4- vB) — a(/.F + ù.E — vN) — 0 

- >(-/L + uG + *F) + (XG - «M + + À(/F 4- uE - >N) = 0 

. *(-XL + fj.G 4 -tF)- X(XG uM + vE). + (XF + uE - *N) ** 0 

■* *, - * 4 

per la sussistenza delle quali dovranno essere 

ri- X,L -t f»G -t vF =*=0 ; .. - .. 

< JrG — -pM'+ vE^O’ * 

XF + uE-vN =?* 0. 

• • ■ . i • 

Dunque la condizione .che deve' essere verificata dagli 
elementi del sistema affinchè il medesimo sia in equilibrio 
in una seconda posizione sarà la 

r i : .. r L " G F 1 •“ 0 «> • . '• \ ' • 

’ (è.) , G-M E - ; : 

. F ; 

. 'k /• * 1 S • 



e da due qualsivogliàno fra le, (7) si dedurranno' i valori 
dèi rapporti X : y. : > i quali determinano quella nuova 
posizione. Ma questi valori (Nota) individuano, la-direzione 
di una retta per la quale ha luogo la proprietà, che im- 
maginandola condotta dall’origine dei primi assi, questi si 
ponno far ruotare intorno alla medesima ih modo da di- 
venire paralleli rispettivamente agli assi -della seconda 
terna. Dùnque effettivamente il sistema può trasportarsi 
dalla prima nella seconda posizione facendolo ruotare in- 
torno alla retta determinata dalle equazioni (7). La retta 
medesima per questa proprietà viene denominata asse di 
equilibrio. 

Notiamo che l’equazione (8) sarebbe anehe la condizione 
la quale deve essere soddisfatta perehè un sistema variato 

Brioschi. La Statica ecc. 40 
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ottenuto nome si disse al Gap. VII sia in equilìbri^ e 
le equazioni (7), servirebbero a determinare l’asse attorno 
al quale devono ruotare le forze. . 

Supponiamo, per esempio, che il sistema che si considera 
sia di forze parallele: essendo in questo cSsb ■ * 

E = y~Vy = ,3iPz, ecc. L -pyiPz, ecc. 

si hanno le:'" ' " "V '-f* " 

- >.L : -f /3G + '/F 0, xCx - + /E == 0, *F + JSÈ - yN == 0 

' . ' . • - ; ' . . . ' 

(piipdi l’equazione di condizione ’(8) è soddisfatta; e l’asse 
di equilibrio è parallelo alla direzione delle forze. 

4.° Se il sistema dato non fosse libero, ma un punto del 
medesimo fosse fisso, mediante la introduzione di una forza 
agente su quel punto, di grandezza e direzione incognita, 
la quale supponevi produca sul sistema lo stesso effetto 
del punto fisso, si otterrà' un nuovo, sistema completamente 
libero. Indicando qbn a,' b , c le coordinate del punto fisso, 
con N la grandezza di . quella forza, con ì, m, n i coseni 
ilegli angoli che la direzione della medesima comprende 
eoi tre assi; «'avranno quindi quali condizioni d’equilibrio 
del nuovo sistema le equazioni ; ‘ 

(9) ;x + N? . • Y + tm 4 aT‘- ■•Z' + Nu-Ó 

• s 5 vm ' «v * :*\ . • • * . • . ’* 

. , Jf* + N(6»r4- chi) =*? 0 , ** ••+ N(c/'t- ah)-= U , 

\v-:’ :* ■' MO+ — hi) =0. ' / ■’ 

Ora se da queste sei equazioni, si eliminano lo quantità 
N l, N-m, Nn, si avranno, tre equazioni fra i soli elementi 
del sistema dato, le quali saranno le condiaioni per l’equi- 
librio del medesimo. Queste equazioni sono: 

. ' 'v Mk + &Z - e Y - 0 , . Ì4 + cX - a% = 0‘, , " 

' M s +aY- &X-0; ' 

ma i primi menibri di esse rappresentano i momenti delle 
coppie componenti della coppia risultante corrispondente 


Digitized by Googl 



* r«I4.B OONDICTOirr PEH J,’ BQHrBWRTO m IW‘ SISTEMA *CC. 75 

al punto fisso; dunque se in un .sistema di forma invaria* 
bile vi sarà un punto .fisso, dovrà annullarsi per l’ equili- 
brio il momento della coppia risultante eorrispondenté al 
medesimo.- .... ..»•'• . • ■ • - • " . - 

La- forza di grandezza N rappresenta evidentemente' 1 «- 
zione che il sistema della forza P esercita sul punto fisso : 
dalle prime tre equazioni (9) dèduoesi essere quella forza 
e la risultante del sistema eguali in grandezze , - dirette 
seoond'o la stessa. retta ed agenti per versi contrari. 

Se nel sistema vi fossero due punti fissi, indicando con 
Ni u t , bit c t 5 hi m \ i n t P^l secondo punto quantità 
analoghe alle N, a, b . . . . si avranno quali condizioni per 
l’equilibrio del nuovo sistema le- equazioni: 

XJ+ N7 + N|7, = 0, Y + N/n + N t W| — 0, Z -+- N« + N|«i = .0 

+. N \^b)l Citi) -t ^ i (b\7f , — C ,)//,) — 0 

( 10) M (/ + N (cl — ari) + N, (ci /i — Oi»i) = 0 
M* + N(a>» — hi) -t- N| (a;m« b t f t ) = 0. 


Sieno v i coseni degli angoli che la retta che unisce 
i punti o, b, c ; a,\ , b, , e, forma cogli assi, r la distanza fra 
i punti stessi: essendo 

. ài — a t b — b t V — Ci . 


ed in conseguenza ' . 

bv — cu =■- ( cb | — bc\ ) , - c7. —av = ~ (aci — co,) , 

r r 

au b't ■=• - (òai r r ab \) , 


moltiplicando ordinatamente le equazioni (10) per le sei 
quantità primi membri di queste equazioni, e sommandole 
ottiensi la: .* • 

>.Mx -I- pMy + i/M- + {b-j — cu) X + (cA — u'j) Y + (au — bt.) r Z — 0 
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la quale equazione essendo fra i soli elementi del sistema 
sarà la condizione per l’ equilibrio del medesimo» Questa 
equazione, rammentando la forma (16) del Cap. Ili, equivale 
al dover esser nullo il momento della coppia (in generale 
componente), la quale ha per asse la retta che unisce i 
punti fissi. Se questa retta ‘fosse asse di coppia risultante 
corrispondente ad uno dei punti fissi, dovendo essere per . 
l’equilibrio nullo il momento di questa coppia , il sistema 
delle due forze- N, N, dovrà ridursi ad una sola risultante 
di grandezza e direzione eguali a quelle della risultante 
del sistema delle forze P ed agente per verso contrario. 
In generale il sistema delle forze attive P dovendo, essere 
equivalente al sistema delle forze passive N, N t , varranno 
pei medesimi le considerazioni esposte al Cap. V. 
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NOTA. 

Rappresentando con a t , b> , c 4 ; a t , b t , c t \ a , , b s , c s i nove co- 
seni degli angoli, che due terne di asTsi ortogonali comprendono fra 

a i a , + b, 6, + c, c, = 0 
a, Oj + b, b s + e, r, = 0 
a, a s + b, b, + c, c s =■ 0 
dalle quali deduconsi, come è noto, le nove : 

q Ug Cf (ijèj dj fej 

a, — c, Oj c, = a, 6, — a, 6, 

«j-r s n 4 “ a, b, — «, 6, 

a, b 4 4- o j 6j + frj = 0 

a, c, + a, c, + a, c, = 0 

b, c, + bg c, + b, c, 0. 

Essendo i nove coseni a, , b f . . . . legati da sole sei equazioni indi- 
pendenti, si. potranno esprimere sei di essi in funzione degli altri tre. 
Questi tre coseni dovranno essere indipendenti fra loro, quindi po- 
tranno formare una delle sei terne : 

ai , bg , c» ; a t , bs, c t -, flj , bi , cg 

ai , bs , Cs , a% , bt , cs , flj , bg , Ci • 

Scegliendo la prima terna si osservi che dalle forinole (1) (2) si 
hanno le : 

bì = l -a]-c),. a » = 1 — b* — c* ? a,b. = a, b,-e 5 

le quali danno : 

( bi + a, )‘ = 2 — a* — bj — c| — c' + 2 ( «i bg — Cs ) 
od essendo per le (3) : 

»_ i s * 

C, — 1 — C, — Cj 


Ì «i bg Cg b s q b, — e, i 

a, — b, c, - b, c s b s = Cj 

a 5 = b, rg - b, c, bg = e, 

e da queste le sei : 

a 4 + «g + aj == 1 


.(3; 


b, + b, + g = i 
c* + c,* + e, = 1 


loro, si hanno le relazioni : 


( 1 ) 


li + b\ + c\ = 1 
al + b\ + cj — 1 
a 3 + b* + c\ — 1 


Digitized by Google 



78 nota. 

si ha; 

( b, ± a, )* = ( 1 + c j ) s — ( Ai + bì )* . 

Quindi: ' . 

b, + n s =,{/ [ (1 — a) 1 — ( a i — bì) 1 ) , b, - at [/ ( (1 + a) 1 — (a, + bì ) 1 } ; 
ed analogamente ottengonsi le quattro altre : 

• : • f > * . 

(li + c, = [/ { (1 — k) 4 — ( f 3 — a i)’ } flj — Ci == |/( (1 + fcj) s — (r, + a,) 1 } 

. Ci + b, = |/{ (1 — a,) 1 ‘-r (bì '■*- c s ) s £ <• fj — bi =■ [/\ (1 + a,) 1 — (b t + c 5 )*] f 
per quì ponendo 

• -, f ' % . * ' 

P = 1+ a, + bì + r So / — 1 +n, — bt — ci , 

«t = l — a, +bi — cz , n — 1 — a, — bi + Ci , 

■ , ’ . r t * 

si hanno le forinole : 


i-6 ( «= 9 1 [/ 4- J/pn } r>j= s {J//» + J/pm) f» — v{ [/ mn + [/pl\ 

( 4 )< • * | 

I Us = T } l /lm + I /pn } C,~ r\Vi In + I / pm\ b t — | { {/ mn + |/p / 1 

per le quali sono espressi in funzione di a t , b% , a i valori degli altri 
sei coseni. 

I valori dèi nove coseni si ponno anche esprimere in funzione di 
tre quantità indeterminate >, u, v nel modo seguente. Posto per brevità 

h=l+À s '+p s +-,»■. 

*’ • ' . , •• « ’ . . . r 

si .suppongano • . - 

hi— 4X* , hm=4u. 1 , hn— 4v’ :• 


per queste posizioni, essendo 

V 

p+l+m + n = 4, p + l—m—n—4a, 
p-l+m—n=4bì, p-l—tn+n—4ci 
si otterrà dapprima la hp = 4, ed in conseguenza 
(5) hfli + a ! u 1 »* , h bì = 1 — • i* + u 1 — v 1 , hCi =1 — 7* — ft s -+- » s ; 
inoltre essendo 

h l/l m — 4 i p , h \/nl = 4 ). v , h J/ mn = 4p » 
h |/n p = 4 v , • h[/mp=4u, h [/Tp — 4 
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si avranno per le (4) le seguenti : , • 

hb t =2(Xft + v), h a 3 = 2 (X v +• fi), he) = 9 (u v + 1), 

fta* =2(Xg— v), /* Ci = 2 (X » — a), hàj = 2 (gv — • X). 

Le tre indeterminate X, », » sono suscettibili di una rappresentazione 
geometrica. In fatti si indichino con a,b,c i coseni degli angoli che 
una retta indeterminata , la quale supporremo passare per 1’ origine 
comune delle due terne d’assi ortogonali, fa cogli assi di una di esse, e 
con k una quantità indeterminata. Essendo le n, b, c legate dalla equa- 
zione a a + b % -f c ì = 1, si potrà evidentemente porre 

( 7 ) y — ka, fi=ikb, v=f -kc_; 

ed osservando che pei valori (5) (6) dei coseni a t , .... si hanno le 

tre relazioni: » 

«i X + 6i g + Ci v = X , a» X + 6j tt + Cj v = u, Oj X + bi g + ej v *= v, 
sostituendo si giungerà alle 

aa, + bb, +cci =«, aa 4 4 - bbt 4 - ccj = b, aat 4 - bbi 4 - ccj =» <•; 

le quali dimostrano che la retta indeterminata deve comprendere cogli 
assi della seconda terna angoli rispettivamente eguali a quelli che 
comprende cogli assi della prima terna. Notiamo che ciò è sempre pos- 
sibile, giacche l’equazione di condizione che ottiensi eliminando i rap- 
porti a: b:c dalle equazioni superiori, ossia la 

flt — 1 , Ò| , fi 
a% bi ■ 1- fi 

a 5 bi Ci — 1 

è identica, il che rendesi manifesto scrivendo lo sviluppo di quel de- 
terminante sotto la forma: 

(«i (bì a — bi Cj ) + ( 65 Ci — ài c s ) + dj ( 61 c s — 6t Ci ) — 1) + 

(cs 4 - a 3 61 — a t bì ) + (èj 4 - a 5 c ( — a, cj ) + (ai + bt cs — bì ej ) 

ed osservando che per le (2) (3) annullansi a parte ciascuna di quelle 
quattro espressioni. 

Gli angoli diedri determinali dalle tre coppie di piani passanti per 
la retta e per gli assi corrispondenti in ciascuna terna sono eguali fra 
loro. Infatti pei valori (5) di a , , à 4 ,Cj, si hanno le: 

li (a, — 1) = — 2 (p* + »*) = — 2fe 3 (h a + c a ) = -2k a (l-a a ) 
h (bì — 1) = — 2 (v a 4- X s ) “ — 2 fc 5 (c* + a s ) = — 2k s (1 — b* ) 
h (c } — 1) = — 2 (X a + fi 5 ) = — 2 fc s (a s + à s ) = — 2 fc a (1 “ c s ) 
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NOTA. 


e quindi 

► 



Of ■ 1 ■’“* 1 C$ ~~ 1 



1 — n* l-b‘ 1-c* 


ed anche 

ai — a‘ b t — b* c s — c 8 
1 - a 8 1^6* 1-c 8 ' 

• 

Ora queste espressioni sono ordinatamente eguali ai coseni degl 
angoli diedri compresi da quelle coppie di piani, per cui quegli angoli 
saranno eguali ; ed indicando con 8 il loro valore comune si avranno le : 

a ( = (1 — a 8 ) cos. 

6 + a*, 6 S = (1 — h 8 ) cos. 8 + b* , c* = (1 — 

• c 8 ) cos.- 8 + c s 

dalle quali 




a t + bi+'cs~ 1+2 cos. 8 

1 

e per le ( 5 ): 

} 8 + + v* = tang. 8 7 8 . 



Mediante questa relazione potremo dare anche alla indeterminata k 
una rappresentazione geometrica; giacché dalla somma dei quadrati 
delle ( 7 ) ottiensi: 

k = tang. 4 6 

E evidente che facendo ruotare di un angolo 8 una delle due terne 
d’assi intorno a quella retta, le due terne medesime vengono a coin- 
cidere. 
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